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1 De discrete wavelettransformatie

Haar wavelets zijn de eenvoudigste vertegenwoordigers van een specialategorie van or-
thogonale transformaties waarvoor een snel algoritme beatt. Alhoewel deze in de praktijk
weinig gebruikt worden, zijn ze door hun eenvoud bijzonder gschikt om de theorie van de
wavelets in te leiden. Er is slechts een kleine stap nodig naameer bruikbare orthogonale
waveletontbindingen. De algemenere bi-orthogonale wavetontbinding wordt daarna bespro-
ken. Belangrijk om weten is dat al deze waveletontbindingenhetzelfde stramien volgen als
de Haar wavelets.

1.1 Haar wavelets

‘gemiddelde' en ce ci enten die men kan interpreteren als lokaal “detail'. Indienwe van elke
twee opeenvolgende aci enten het gemiddelde en het verschil berekenen:

X1+ X2 Xo+ X3 X3+ Xg_ |
2 27 2
hebben we N coe ci enten in plaats vanN . Indien we een orthogonale transformatie willen,

kunnen we de helft van de ce ﬁi_enten in de twee lijsten schrappen (‘decimatie’ of “down-
sampling"). We delen ook door 2 ipv 2 en plaatsen de verschillen achter de gemiddelden:

x! ( D)oen (X1 X2;X2  X3;X3  Xapiil)

X1+ Xo X3+ X3y X1 X2 X3 Xg
X=(XXoriioXn) b (viw)= Tx = p—" = =" =
(X1;%2 N) D (vw) (—p > P> i i
Op deze manier hebben we een eenvoudige orthogonale transfatie gebouwd. De matrix
van deze transformatie heeft een eenvoudige band-vorm:
0 1 0 1 1

Sits
=
=

1 1.
T—is—z 1 1 en T - =

Zowel inT als in T 1 staan er telkens maar twee niet nulle getallen op elke rij. Diwil zeggen
dat T enT ! eci ent kunnen toegepast worden op een vector. In de praktijk getuikt men

nooit de matrix T; we schrijven liever een schema:
T Tt
/\

lopende som % —»@—»| lopende som H
H—
lopend verschil W —»@—»{ lopend verschil’—[

1.1.1 Waveletontbinding

X

(1)

De discrete Haar wavelettransformatie wordt nu gede nieed door de iteratie van dit decom-
positieschema op de gemiddelden:

v© = X



Met andere woorden: In een eerste stap berekenen vi¢=2 gemiddelden enN=2 verschillen.
Deze laatste vormen de waveletoe ci enten w) van x op de jnste schaal. Op deN=2 gemid-
deldenv® passen we opnieuw hetzelfde schema toe: we berekeridnd gemiddeldenv® en
N=4 verschillenw® . Deze laatste houden we opnieuw bij. Het zijn de Haar wavelebe ci enten
van x op de tweede jnste schaal. Zo zetten we dit schema een zekeaantal (bvb. J) niveaus
verder. De laatste gemiddelden (nal stappen) noemen we de schaaleoci enten v{?) van x.
Vertrekkende van een vector van lengteN berekenen we zdN=2 waveletce ci enten w® van
niveau 1, N=4 waveletce ci enten w® van niveau 2, ...,N=2) waveletcce ci enten w?) van
niveau J en ookN=2’ schaalce ci enten v(¥), Schematisch kunnen we dit schrijven als:
v v@ v® v® v(d)

x = vO
::Mn\\»wa‘\gw© (;w> ziwn

We kunnen het resultaat bvb. zo rangschikken:

@)

Aangezien we steeds orthogonale transformaties uitvoeremal de samenstellingW ook een
orthogonale transformatie zijn. We noemen ze de Haar wavetentbinding tot op schaal J.
Ze bestaat uit N=27 schaalce ci enten v(?) en N=2 waveletcee ci enten wl) op schaalj

( :21:::3).

1.1.2 Waveletreconstructie

Waar we in de analysefase successief detail hebben afgegtrimoeten we in de omgekeerde
transformatie successief detail bijvoegen. We kunnen de ogekeerde wavelettransformatie
W 1= Wt dus schrijven als:

\)Z(J 1) z I(O)l(V(J);W(J)) = T wli)) j:dil @
of schematisch:

vd) vo D v 2 RV vO = x

w) w1 w2 w® )

1.1.3 Waveletbasis

AangezienW een orthogonale transformatie is, de nieert zij een orthorormale basis. De ba-
sisvectoren zijnW l(0; ::::1;::0;0). De basisvector die overeenkomt meteen schaalce ci ent
gelijk aan 1 (en alle andere ce ci enten nul) noemenwe (%) metk : 1:::N=2’. De basisvec-
toren die overeenkomen meteen waveletce ci ent gelijk aan 1 (en alle andere ce ci enten
nul) noemen we (k) metj :1:::J enk : 1:::N=2. In guur 1 zien we enkele van deze
basisvectoren afgebeeld. In dit geval (Haar) zijn het gewow stuksgewijs constante vectoren.
Merk op dat voor jne schalen (J klein) de basisvectoren smaller zijn dan voor grove schalen

Uit de constructie (lopende sommen en lopende verschillenjolgt ook dat de () allemaal
translaties (met stap = 2/ k) zijn van eenzelfde (-9, Zo zijn ook de (k) allemaal translaties
(met stap = 2/ k) van eenzelfde @0,



Figuur 1: Enkele Haar basisfuncties metJ = 3 in R%. Voor jnere schalen wor-
den de waveletfuncties meer gelocaliseerd (smaller). Vaninks naar rechts hebben we
@D, G, @. O De 60 ontbrekende Haar basisfuncties zijn translaties vande
getoonde vier (met telkens 8, 4 of 2 punten).

1.1.4 Multiresolutie-ontbinding

Door de orthogonale transformatie T successief toe te passen op de lokale gemiddelden (de
helft van de cce ci enten van de vorige stap) hebben we zo de ruimt&N ontbonden in geneste
deelruimten:

RN Vp=Vi W
L’:Vz W,
|_’:V3 W3

L)III (6)

We noemen dit een multiresolutie-ontbinding van RN. De volgende eigenschappen volgen
onmiddellijk uit de constructie:

1.::0 Vo Vi Vo=RN

2. Vi = Vi1 Wjn

3. translatie-invariantie van V;j: (vi)i 2V ) (Vi+21)i 2V
4.V ? Wi (j k)enW; ? Wy (j 6 k)

De vectoren () (j vast) vormen een (orthogonale) basis voor de deelruimt®; en de vectoren
(k) (j vast) vormen een (orthogonale) basis voor de deelruimte .
Vermits V; 'V, 1 bestaan er ce ci enten fh g zodat
X
(k) = hy (G uh. 7
|
Deze ce ci enten zijn juist (1 :p 2; 1=IO 2) waarmee we begonnen zijn. Om dezelfde reden kan
ook UK) als een lineaire combinatie van ( 1) geschreven worden:
X
G =" g (1. )
|

De cce ci enten fgg zijn dan (1=p 2; 1=p 2). Inderdaad, we hebben:




en voor de grove wavelet basisfuncties:

= el

Nis

1.1.5 Opmerkingen

Het is belangrijk op te merken dat de Haar wavelet ontbinding(en ook de reconstructie) snel
kunnen berekend worden. Dit is een direct gevolg van het feidat er op elke rij van T (en
van T 1) slechts twee niet-nulle elementen staan (zie ook stellin@).

We beschikken nu over een (niet volledig triviale) snelle athogonale transformatie. De
Haar waveletcae ci enten van een constante vector (of constant deel van een vamf) zijn nul.
We zeggen dat de Haar transformatie 1 nuimoment heeft. We zign in de volgende sectie deze
transformatie trachten te veralgemenen. Er zijn twee zakendie we zeker willen behouden:
orthogonaliteit van de transformatie en een snel algoritme(zowel voor de ontbinding als voor
de reconstructie). Ten derde zullen we ook trachten het aardl nulmomenten te verhogen
zodat de waveletce ci enten van lineaire, kwadratische, ...vectoren/signalen atomatisch
nul zijn.

1.2 Orthogonale wavelets

We zullen verder werken met het schema (1) en iteratie (2). Heenige wat we zullen veran-
deren in het aantal niet-nulle cce ci enten in de matrix T. In het geval van Haar wavelets
waren er slechts twee niet-nulle ce ci enten per rij in T. We kunnen ze interpreteren als
coe ci enten van eindige lters h eng. Veronderstel dus dat we werken met lters van lengte
L:

h=(ho;hy;iii;he 1) en g=(0go; 015 150 1) 9)

waarbij hg;go;h. 1 eng. 1 verschillen van nul. We interpreteren h als de gewichten in een
gewogen ‘gemiddelde' (low-pass Iter) en dey als de ce ci enten van een lopend verschil
(high pass lter). De transformatie T wordt nu dus:

1
ho hi hy hs :::
ho hiy hs
T= L (10)
G 91 9 O3 i
g 0 @

1.2.1 Orthogonaliteitsvoorwaarden

De orthogonaliteit van T is gewaarborgd indien de rijen van deze matrix orthonormaakzijn.
Dit leidt tot de volgende voorwaarden op de c@ ci enten:

P 2 P 2
ihf=1 i higi =0 P g =1
=) ihihi+2 =0 Pihigi+2 =0 pigigi+2 =0

ihihisg =0 i higi+a =0 i0Gi+ =0



of nog:

X

hnhniok = ko (11)
X

PnOn+2k = O (12)
X

OnOn+2k = kO (13)

n

voor allek 2 Z. We kunnen nu de volgende eigenschappen bewijzen voor de dtcce ci enten
h eng.

Stelling 1 Eindige Iters h en g die voldoen aan de orthogonaliteitsvoor-
waarde (11){(13) hebben een even lengte.

Bewijs: Indien L oneven is, dan vinden we onder de voorwaarden (11) ondermede volgende
vergelijking: hgh, 1 = 0 wat impliceert dat hg =0 of h. ; =0 wat in tegenstrijd is met de
veronderstelling dat h lengte L heeft. Idem voor g.

De volgende stelling toont dat we op een gemakkelijke maniekunnen voldoen aan twee
van de drie voorwaarden (11){(13) indien we een lter h kunnen vinden die aan de eerste
voorwaarde voldoet.

Stelling 2 Indien de lter h voldoet aan (11) dan kan aan (12) en (13)
automatisch voldaan worden doorg, = ( 1)"h_ , i te kiezen (Calternating
ip".

Bewijs: Het linkerlid van (12) wordt:

P P

ahn(C D"™2KhL a2y 1 = pn( D%hnh 2¢ 1 n
( 1)L %k 1 mh|_ 2k 1 mhm (L 2k 1 n= m)
mC DMhphy 2 1 m

vermits de lengte L even is. Deze laatste uitdrukking is de tegengestelde van deerste, wat
enkel mogelijk is als ze beide nul zijn.
Het linkerlid van de vergelijking (13) wordt:

= =
2O DML no1( D™2Kh oy 1 = m Amhm 2« m=L n 1

= kO-

1.2.2 Daubechies wavelets

De enige voorwaarde die overblijft is deze op de lIterh:
X
hnhns2k = ko (14)

n

Voor een lter van lengte L hebben we hierL=2 vergelijkingen wat onvoldoende is om
de Itercoe ci enten eenduidig te bepalen (zie tabel 1). Zoals reeds aangeikdigd zijn we
genteresseerd in een Iter g die een zeker aantal nulmomenten heeft:

gnnP =0 (p:0;1;::0): (15)



Door de “alternating ip' voorwaarde (stelling 2) wordt dit een voorwaarde op de lter h:

( )"y n 1nP=0 (16)

n

voor zekerep 2 N. Voor een lter van lengte L kunnen we dus nogL=2 bijkomende voor-
waarden op de momenten opleggenp(: 0;:::L=2 1). De tabel 1 somt alle voorwaarden op
voor L =2:4;6.

Lengte | orthogonaliteitsvoorwaarde Vw. op de momenten
L=2 h%'i'h%:l ho hi=0
L=4 h%+h%+h%+h%=l ho hi+hy h3=0
hoho + hith3 =0 hi+2h, 3h3=0
L=6 |[hj+hi+h3+h3+hi+hi=1 ho hi+h, hs+hs hs=0
hoho + hihs + hohg+ hshs =0 hi+2h, 3h3+4hgs 5hs5=0
hohs + hiths =0 hi+4h, ©Shz+16h; 25hs=0

Tabel 1: Voorwaarden op de Itercoe ci enten h;.

Voor elke even lterlengte L hebben we zo juistL vergelijkingen voor deL Iterco € ci enten

ho;:::;h. 1 en kunnen we zo de gewenste exi enten berekenen. De ceci enten in het
L =2 geval (Haar) kennen wel al:
ho = Pl—z; hy = 191—2;
voor L =4 heefg men: 0 0 0
ho = EP——?,; hy = EFIE’——?,; hz = 3—9——3; hs = 1—9——3
4 2 4 2 4 2 4 2

Enkele numerieke waarden voor de Iterce ci enten worden gegeven in tabel 2.

1.2.3 Wavelet algoritme

Met de bovenstaande Iters h en g kunnen we dus iteratief een waveletontbinding de nieren
zoals in formule (2) voorheen, maar nu metT zoals in (10). De transformatie(s) die we op
deze manier construeren heten Daubechies wavelet transimaties, of kortweg D4, D6, ....

Indien we formule (2) samen met de expliciete vorm van de maix T in (10) component per
component uitschrijven dan vinden we de volgende vorm van hewaveletontbinding algoritme
(tot op schaal J):

8 P .
(D i1
vi9 = x en ] 0 P - j L2000 a7
i
Wi k Gk Vi+21

wat we schematisch nog steeds kunnen voorstellen als:

v v@ ¥E) v v

x = v©
C w@ \_, w® \_, w® C w®@ C w(d)

Gebruik maken van de nities (4) en (10) kunnen we ook de omgekerde wavelettransfor-
matie expliciet uitschrijven:

(18)

G 1 X () () ; 0
% = hoavd+ g oaw, jid21 en VO =x (19)



Lengte | Coe ci enten vanh Coe ci enten vang

L=2 | hp=0:70710678118654752 | go = 0:70710678118654752
h; =0:70710678118654752 | g1 = 0:70710678118654752
L=4 | hg=0:48296291314453414 | go= 0:12940952255126038
hl =0:83651630373780791 | g1 = 0:22414386804201338
h2 = 0:22414386804201338 | g» = 0:83651630373780791
h3 = 0:12940952255126038| gz = 0:48296291314453414
L=6 | hp=0:33267055295008262 | go = 0:035226291885709537
h; = 0:80689150931109258 | g; = 0:085441273882026662
h; =0:45987750211849157 | g = 0:13501102001025459

hs = 0:13501102001025459| gz = 0:45987750211849157
hys = 0:085441273882026662 g4 = 0:80689150931109258

=S
al
1

0:035226291885709537 | g5 = 0:33267055295008262

Tabel 2: De numerieke waarden voor de Iterc@ ci enten van de Daubechies orthogonale
wavelets.

Schematisch hebben we nog steeds:

v@) vl D vd 2 Y vO = x

(J) J 1 3 2 @
w w w w (20)
In de voorgaande a eiding hebben we nooit rekening gehoudemet wat er gebeurt aan de
rand van de vector x. In de praktijk kunnen we bvb. periodieke randvoorwaarden gbruiken.

Met andere woorden, de matrix T voor D4 wavelets ziet er dan uit als:

0] 1
ho h1 hy h3

ho hy hy hs

ho hi hz hs
ho h3 ho hy
G 9 9 O
G 91 9 O

G 91 9 O3
2 O G %

Om de discrete wavelettransformatie met een Iter van lenge L J maal te kunnen toepassen
moet N (de dimensie vanRN) minstens een veelvoud zijn vanL 2’ .

Stelling 3 De wavelettransformatie (ontbinding of reconstructie) met lter-
lengte L van een vector van lengteN kan in minder dan 2LN bewerkingen
berekend worden.

Bewijs: In de eerste stap zijn erLN=2 berekeningen nodig voor het low-pass deel ebN=2
voor het highpass deel. In de tweede fase zijn er slechts hatb veel bewerkingen nodig. In
de derde fase nog maar de helft daarvan...We vinden dus als teal aantal bewerkingen:
LN + L(N=2)+ L(N=4)+ :::= LN (1+1=2+1=4+1=8+:::)<LN 2=2LN.

We hebben dus een oplossing gevonden voor het probleem dat wp het einde van para-
graaf 1.1 stelden: een orthogonale transformatie van het tye (3) die een zeker aantal nul-
momenten heeft en waarvoor er een snel algoritme bestaat. Irguur 2 zien we dat de D4
waveletontbinding van een (gedeeltelijk) lineair signaalveel nulle coe cienten bevat.

9



Figuur 2: Links: Een vector met een lineair gedeelte. Rechts waveletontbinding van deze
vector met D4 wavelets. Het is duidelijk dat de waveletcoe cienten van het lineaire gedeelte
nul zijn.

Figuur 3: Enkele D4 basisfuncties metJ = 3 in R®. Van links naar rechts hebben we

@1, G, @, @D voor kleinere schaal worden de wavelet functies meer gelaliseerd
(smaller). De 60 ontbrekende D4 basisfuncties zijn transliaes van de getoonde vier (met
telkens 8, 4 of 2 punten).

Wat opvalt in guur 3 van de Daubechies wavelets is dat zij niet links-rechts symmetrisch
zijn. We kunnen namelijk gemakkelijk tonen dat orthogonale wavelets nooit symmetrisch
kunnen zijn.

Stelling 4 Een eindige Iter die voldoet aan (11) kan niet symmetrisch zjn
(hi = hy 1 j)voorL> 2.

Bewijs: Onder de voorwaarden (11) hebben we steeds de vergkihg hoh, 1+ hshy 2 =0
(tenminste als L 4). Indien h symmetrisch zou zijn impliceert dit hZ + h? = 0 en dus dat
ho = h1 = 0. De enige symmetrische lter die voldoet aan (11) is dus deHaar lter.

1.2.4 Wavelet basis en multiresolutie-ontbinding

De basisvector die overeenkomt meteen schaalce ci ent gelijk aan 1 (en alle andere ce ci enten
nul) noemen we K met k : 1:::N=2’. De basisvectoren die overeenkomen met en
waveletcee ci ent gelijk aan 1 (en alle andere ce ci enten nul) noemenwe (K) metj :1:::J
enk : 1:::N=2. Voor de Daubechies waveletsI( > 2) zijn ze natuurlijk niet meer stuks-
gewijs constant. Wat wel nog geldt is dat voor jne schalen { klein) de basisvectoren smaller
zijn dan voor grove schalen.

Opnieuw volgt uit de constructie (lopende sommen en verschien) dat de (k) allemaal
translaties (met stap = 2/ k) zijn van eenzelfde (-9, Zo zijn ook de (k) allemaal translaties
(met stap = 2/ k) van eenzelfde G0,

In guur 3 zijn enkele D4 wavelet basisvectoren afgebeeld irR%* voor J = 3 (ontbinding
in 3 niveaus). Het gaat hier om de basisvectoren met dezelfdimdices als deze in guur 1,
maar nu met Daubechies-4 wavelets.

10



Ook opnieuw hebben we dat de basisfunctie op een grove schad$ een eenvoudige lineaire
combinatie van schaalfuncties op een jnere schaal kan uitgdrukt worden. De cae ci enten
Zijn precies deh's en deg's (per constructie). In het geval van D4 heeft men bvb:

1= hg +h1 - d+hy 1 +hg

en voor de grove wavelet basisfuncties:

.‘:go +gl+gz+gg
of in formule-vorm:

X X
)= " p G en Gz g G, 21)
| |

De hele multiresolutie-ontbinding van RN in orthogonale deelruimtes geldt nog steeds:
1.V; i Vo Vi Vo=RN
2. Vi =Via1x Wjn j 03 1
3. translatie-invariantie van Vj: (vi)i 2V ) (Vi+21)i 2V
4.V, 2 Wi (i K)yenW, 2 Wy (j 6 k)
De vectoren ) (j vast) vormen een (orthogonale) basis van de deelruimt¥; en de vectoren
(k) (j vast) vormen een (othogonale) basis van de deelruimte .
1.2.5 Filterbank

In de volgende sectie zullen we de zogeheten bi-othogonaleavelets bespreken. Het is beter
dat we onze notatie een beetje aanpassen, om gemakkelijkeg kunnen rekenen. Een stap in
de wavelettransformatie, voluit geschreven, met Iter h en g is, volgens formule (17) (of (2)
en (10)):

G

VI(J) = k MkVieso)
. P . (22)

wd) = vi D

| k IkVicez |
De eerste lijn is een convolutie vanv Y met (h. 1;:::;hs;ho) gevolgd door downsampling
De tweede lijn is een convolutie varvG D met (g 1;:::;01; go) gevolgd door downsampling
Convolutie kunnen we op compacte wijze uitdrukken dogg de Ztransform te gebruiken.
De Z-transform van een vectorv is de (formele) somv(z) = I(vkz". Convolutie van twee

vectoren komt overeen met vermenigvuldiging van hun Z-trarsformatie:

(v w)(2)= v(z)w(z): (23)

Een vector achterste-voren ordenen, komt overeen met(z) ! v(z 1). De getransponeerde
afbeelding vanv(z) ! h(z)v(z) is juist v! h(z 1)v(z).

Upsampling van een vectorv kunnen we uitdrukken door v ! v(z?). Downsampling
gevolg door uosampling doorv ! w; Hiermee hebben we alle ingredienten om de
waveletontbinding op een heel compacte en gemakkelijke masr neer te schrijven.

11



Op deze manier kunnen we een enkele stap in een orthogonale weéetontbinding schema-
tisch voorstellen_l_als:

(24)

Links staat de analyse-fase en rechts de synthese (of recongctie) fase. We spreken van een
analyse lterbank en een synthese Iterbank. De lter h is een low-pass lIter (berekent een
‘gemiddelde’ en laat dus de lage frequentie componenten vagen signaal door), de ltergis
een high-pass lter (berekent een “verschil' en laat dus de dge frequentie componenten van
een signaal door).

De analyse lterbank is de bouwsteen van de wavelettransfanatie:

v@

Men zou de discrete wavelettransformatie dan ook een gereerde Iterbank kunnen noemen.
Voor de waveletreconstructie heeft men dan eenzelfde soosthema:

w®

(25)

v(z) - h(z
W ()

w® _, @v 0 = x
w® Q

(26)

In de volgende paragraaf zullen we onderzoeken hoe we niettdoogonale wavelets kunnen
de ni eren. Hiervoor zal het dan wel mogelijk zijn om symmetrischelters te gebruiken.

1.3 Bi-orthogonale wavelets

We beginnen deze discussie met het herhalen van het schemadj2van de analyse/synthese
Iterbank die aan de grondslag van de orthogonale waveletotbinding ligt. Vermits orthogo-
naliteit en symmetrie in dit schema niet te vereningen zijn, moeten we het een klein beetje

12



veralgemenen. De enige verandering die we zullen aanbrengén de lters is dat we de
analyse- en synthese Itersverschillend kiezen:
T T!
/\ /\

7 @) v <D
X e X
W" 27)

Er zijn nu vier Iters N; g;heng. Dan is de synthese Iterbank niet meer de getransponeerde
van de analyse lterbank en verliezen we dus de orthogonal#éit van de transformatie. We
blijven echter werken met Iterbanks, zowel in de analyse-fse als in de synthese-fase; zolang
we eindige Iters gebruiken zullen we gegarandeerd een snelgoritme hebben. Zowel de
voorwaartse als omgekeerde wavelettransformatie hebbenog steeds een heel eenvoudige
structuur.

1.3.1 Complementaire lters

Het eerste dat we moeten doen is voorwaarden op de vier lIterd; g;f en g schrijven die
ervoor zorgen dat elke vectorx perfect gereconstrueerd wordt door de synthese Ilterbank be
te passen na de analyse Iterbank.

Stelling 5 De relaties

h)n(z 1)+ g(2)g(z ) =2 (28)
h(z)R( z )+ g@)8( z 1)=0

garanderen dat de synthese Iterbank de inverse is van de argse Iterbank.
We spreken van ‘complementaire lters'.

Bewijs: We gebruiken de Z-transform van de vectorx om gemakkelijk het e ect van de
Iterbanken te kunnen neerschrijven:

# " #
2 1 he T2 x@ n 2 XD,y 92 DX o 2 Hx(_2)h
1h [ 1h [
= 5 h(@n@ H+ g2)ez ) x(@)+ > h@n( z H+g@e( z ) x( 2)
= Xx(2) 8x

Hieruit volgt onmiddellijk (28).

De vraag die we nu nog moeten beantwoorden is: Hoe kunnen we logsingen van
vergelijkingen (28) vinden met enkel eindige lters?

Indien we de "‘modulatiematrices' de nieren als:

_ h() h( 2z) _ h(z) n( z)
MO s o " VT g o o) 29)
dan kunnen we de voorwaarde (28) herschrijven als:
M(z H'M(2) = 21 (30)
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omdat:

hzY n(zYH ' h@ h( 2
gz o z % 9z) o 2)
_ RzYH ez Y h(z) h( 2)
nCz?YH ¢zl 92 9o 2
_ Nz Hh@+ez Do) iz Hh( 2)+9z Ho( 2)
R z Hh(2)+e( z Haz) R z Hh( 2)+9( z Ho( 2)

De elementen vanM zijn echter niet onafhankelijk van elkaar. Het is daarom voadeliger
om de lter (en de matrices M en M) op te splitsen in even en oneven delen:

M(z H'M (2)

h(z) = he(z?) + z *ho(z?)  d(2) = Ge(2°) + Z *Go(2%) (31)
(idem voor h en @ waarbij dus
h h h h
he(z2) = w ho(22) = % 32)

enz. De polyphase matrices worden nu gede nieerd als:

"D D w0 T "D e e &
zodat
P =M@ 1 7 (34
(en idem voor P). Omgekeerd hebben we dus dat
M@=2p@ L % en m@=2p@y L L (35)
1 z 1 z

Stelling 6 De lterparen ( h;g) en h; g vormen een complementair paar in-
dien de polyphase matrices voldoen aan

P(z2)P(z )t =1 (36)

Bewijs: We gebruiken de relatie tusserM en P in de voorwaarde (30):

_ 1t
2 = M@ )M(z)l L #
_ 2t z 2\t z
= 2P(z 9) 1 S 1 2P (z9) 1 .
_ 1zt U 2 2\t z !
=4 7 51 PEHP@D ]
of nog:
1 zt! ' 1 2
L L1 1 S, = 2P PE)

zodat
| = P(z ?)P(Z2)"

Hieruit volgt (36) door z2! z te stellen en de getransponeerde te nemen.
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Vermits we willen dat zowel P als P enkel Laurentveeltermen bevatten (eindige Iters)
impliceert dit dat det P(z) en 1—detP(z) = det( P(z) 1) = det P(z 1) Laurentveeltermen
zijn. Dit is enkel mogelijk als detP = cz (monoom)! Idem voor detP. Door deling door cz
(schaling en verschuiving van de lters) kunnen we zonder mer veronderstellen dat detP =
detP =1.

We kunnen nu tonen dat complementaire Iterparen steeds votloen aan de “alternating
ip' voorwaarde (zie ook stelling 2).

Stelling 7 Voor complementaire lterparen heeft men steeds
g2)=zh( z1YH en h@= z z1?Y (37)
Bewijs: Uit (36) volgt dat:

owEh gz

ho(z 1) he(z 1)

Me(2) Mo® _ oot e o 1y 1. ez D) 0oz Y
e2) sz @ =P ho(z ) go(z )

waar we gebruik hebben gemaakt van de? = 1. Hieruit volgt dus dat:
Me(2) = Go(z ) Mo(2)= Qe(z 1) 8(2)= ho(z 1) &(2)= he(z )

Indien we dit terug omzetten naar i en g vinden we:

M(z) = Me(z?)+ z 'No(2%)
= %z %) z 'g(z ¥
= G 2 +( 2) ‘g 2) ?)
= (2" ( 172 e 1=2*)+ g(( 127
= (2% z"hH
en voor g
8(2) Be(2?) + Z 'g0(2°)

ho(z 2+ z he(z 2)
z 1 (122 ho(( 1=2)2)+ he(( 1=2)?)
zh( z?h

Uit de voorgaande analyse blijkt dat het dus voldoende is om iadige complementaire
lterparen te vinden waarvoor de polyphase matrix P determinant 1 heeft. Het eenvoudigste
voorbeeld ish(z) =1 en g(z) = z ! waarvoor P = |. Maar de ermee geassoeerde lterbank
doet niets meer dan het opdelen van een vector in even en ongveomponenten (lazy wavelet
transform). Het is dus niet echt wat we zoeken. Nochtans kunen de lazy wavelets dienen
als startpunt voor de constructie van echte wavelets. Het vigende schema om, vertrekkende
van een complementair Iter paar, een nieuw complementair Iter paar te construeren heet
het “lifting scheme"'.

Stelling 8 Indien het paar h; g voldoet aan detP = 1, dan voldoen ook alle
paren

hnieUW(Z) = h(Z)

g (2) = g(2) + h(D)s(2?) e
en

hhew (z) = h(z) + g(2)t(z?)
g"e™(z) = 9(2)

aan detP"eWw = 1 voor eender welke lters s ent.

(39)
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Figuur 4: Links: CDF(2,4) schaalfunctie en waveletfunctie voor J = 3 in R%. Rechts: de
duale schaalfunctie en waveletfunctie op dezelfde schaal.

Bewijs: Vermits g"®"W(z) = g(z)+ h(z)s(z2) = ge(z?)+z 1go(z2)+ he(z?) + z tho(z2) s(z?) =
0e(z%) + he(z9)s(z%) + z * go(z%) + ho(z%)s(z%) is

e _ he?) @+ he@s(2) _ he(®) %z 1 s(z) _ 1 s(2)
PPT@% 1@ 0@+ ho(@s(2) -~ ho@d) wz 01 @ o1

zodat detP"eW = det P = 1. Voor de relaties (39) kan men op identieke wijze te werk gan.

1.3.2 Voorbeeld

We weten nu (in theorie) hoe we niet-triviale Ilterparen kun nen construeren die overeenkomen
met niet-triviale waveletontbindingen. Een voorbeeld zijn de lters:

h(z)=3=4+1=2(z+z })+1=8(z2+ z ?)

gz)=5=4z 1 5=82(1+z 2) 3=B(z+2z 3) 3=32@z2+7z 4) (40)
De polyphase matrix kan op de volgende manier gefactorisegrworden:
P(2) = 1 1+z H)=4 1 0 1 3(1+2)=16 1=2 0
0 1 1+z 1 0 1 0 2
Hiervoor kunnen we nu
N(z) =323=32 3z2=8+5z=B2+ 2+5=(32z) 3(8z%) + 3=(32z%) 1)

8(z) = z=8 }+3=(4z) 1=(2z%)+1=(82%

berekenen. Het aantal nulmomenten is gelijk aan 2 en 4 (voorralyse en synthese highpass
Iters). Expliciet uitgeschreven zijn de lters:

N =(0;0;1=8;1=2; 3=4; 1=2; 1=8; 0)

g=( 332 3=8; 5=325=4; 5=32 3=8; 3=320)
h=(0;3=32 3=8;5=325=4;5=32 3=8;3=32)
g=(0;1=8; 1=2;3=4; 1=2;1=8;0;0)

Een afbeelding van de overeenkomstige basisfuncties vine jin guur 4.

(42)

1.3.3 Opmerkingen

Voor het overige geldt nog steeds de oude recursieve de néivan de waveletontbinding (25)

(met h; g ipv h;g) en van de waveletreconstructie (26). We spreken dus nog stels van een
multiresolutie-analyse. Het enige dat we niet (noodzake]k) meer hebben is de orthogo-
naliteit. We hebben echter de mogelijkheid tot symmetrie gevonnen (zie bovenstaand voor-
beeld). Merk ook op dat er nu zowel een analyse als een synthebasis bestaat, en dus zowel
analyse als synthese waveletfuncties. Indien we ze metik) en ~ik) noteren, hebben we:

X X
f= pORLp G0 LT gk (k) (43)
k ik
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Figuur 5: Links: foto van een boot. Midden: 2D WT (3 schalen) van deze afbeelding (de
waveletcee ci enten zijn zeer klein en dus als wit afgebeeld) Rechts: zelédbeeld als midden,
maar met de schaalce ci enten weggelaten zodat de waveletaoci enten duidelijker zichtbaar
zZijn.

voor een willekeurige vectorf (tilde mag van plaatse verwisseld worden).
Op welke manier de lItercoe ci enten nu precies gekozen worden (afhankelijk van de
gewenste toepassing), zullen we hier niet bespreken (desigan lterbanks).

1.4 Toepassing

Wavelets kunnen ook gede nieerd worden op twee-dimensiona signalen/vectoren (zoals bvb.
beelden). Men kan bvb. gewoon het direct product nemen van tee waveletbases vaiRN om
een waveletbasis varRN RN te de ni eren. Er zijn hier essenteel twee methoden. Ofwel
maakt men het direct product van twee keer 1 stap in een 1D waMetontbinding, en itereert
men deze transformatie het gewenst aantal keer. Ofwel neenthen echt het direct product
van twee waveletbases; dan kunnen er horizontaal en vertied een verschillend aantal schalen
doorlopen worden. De eerste aanpak wordt het meeste gebruik

In guur 5 zien we een afbeelding van een boot en haar waveletdbinding (met drie
schalen: J = 3). Het is onmiddellijk duidelijk dat de meeste waveletcoe ci enten zeer klein
zZijn. Deze transformatie zou dus geschikt kunnen zijn om eemompressiemethode voor foto's
te de ni eren.

2 Wavelets in L?(R)

Een ander thema dat we niet besproken hebben is de de nitie va continue wavelets, m.a.w.
functies gede nieerd opR. Zo kan men ook een multiresolutie-ontbinding vanL 2(R) de nieren:

1.::: Vi Vo Vi it LR

<
I

2 L2(R)

T —
3 J-Vj—fOQ
4.V =Viaa Wju
5.f(X)2Vj) f(2X)2Vj 1
6.f(X)2V0) f(X+1)2Vo
7

.9 (xX)zodatf (x k);k2 Zg een orthonormale basis varvj is.
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Uit (5) en (7) volgt dat de f (K)(x) 2 12 (2 ix k);k 2 Zg een orthonormale basis van
V; vormen. Uit (1){(7) volgt dan dat er co e ci enten f h,g bestaan zodat

X _ X |
="2" e @x k) of = hy O (k). (44)
k k

De cee ci enten f hig zijn precies de low-pass Itercee ci enten die we gebruikt hebben in de
discrete wavelettransformatie.
De deelruimtenW; hebben ook een orthonormale basis van het type 0k)(x) 2 152 (2 Ix
k); k 2 Zg, voor een zekere "moeder wavelet functie'. Hiervoor heeft men dan
X X
0="2 g @ K of pg=" g 0 W), (45)
k k
waarbij de fgcg precies de high-pass Iter vormen in een discrete waveletansformatie.
Op deze manier kan men dan nagaan dat voor het berekenen van deaveletontbinding
van een functief 2 L?(R) men toch gebruik maakt van de discrete wavelet transformaie.
De ontbinding van een functief 2 L2(R) verloopt in twee fases:

1. projectie vanf op een deelruimteV;, zodat f~= proj VJof een goede benadering vormt
van f . Dan zijn er coe ci enten fvl((JO); k 2 Zg zodat

X (Jo) = X (Jo) K
= v ®2 007 2 ox k)= v Bok(x): (46)
k k
2. gebruik van de discrete wavelettransformatie op de a®ci enten fvl((J")g geeft dan de

ontbinding van

X X X . . :
= vi2 372 2 9% Kk)+ wll 2172 2 ix k)
k Josj 3 k
47
(J) (Ik) X X (1) (k) “n
vy K (x) + Wi ()
k Josj 3 k

t.0.v. van grovere basisfuncties.

Vandaar de nadruk op de DWT in de vorige secties.

Over het algemeen bestaan er geen eenvoudige formules voofx) of (x) in termen
van elementaire functies. Men kan ze wel gemakkelijk benaden (tekenen) door de discrete
wavelet functie te gebruiken. Voorheen hebben we in guren ®eds vectoren afgebeeld met
bolleties om er de nadruk op te leggen dat we in een eindig-diensionale ruimte werkten.
Indien we de vectoren lang genoeg kiezen\( groot genoeg), en geen bolletjes tekenen, dan
is het met het blote oog onmogelijk om uit te maken of het hier gat om een vector inRN of
een functie opR. Zo is de D4 waveletfunctie (inL?(R)) afgebeeld in guur 6.

De Haar wavelet en schaalfunctie zijn:

8
<1 0 x 1=2

x)= 1 1=2<x 1 (48)
0 anders

b= 1 0 x 1
~ 0 anders

In dit geval zijn de gegenereerde deelruimted/; en W; gemakkelijk te interpreteren (stuks-
gewijs constante functies, op een steeds jner rooster).

Over het algemeen geldt dat hoe langer de lters, hoe gladdede overeenkomstige wavelets
en schaalfuncties. De Haar wavelets zijn bvb. niet continumaar de D4 wel. De grootte van
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Figuur 6: De Daubechies D4 schaalfunctie en waveletfunctien L?(R). Deze tekeningen
werden gemaakt door de inverse DWT te gebrwkeﬁ |rR1024 efQ door de assen te herschalen.
De functies werden ook genormaliseerd in.?(R): 1 = ] 2 = 1. Merk op dat de
drager van (x) en (x) gelijk is aan [0; 3].

de drager van en is de lengte van de lter 1. Omwille van numerieke e ci entie hebben
we hier de nadruk gelegd op wavelets met compacte drager (mwa. Iter banken met eindige
Iters). Er bestaan natuurlijk ook wavelets met niet-compa cte drager.

Het bewijs van deze eigenschappen ligt buiten deze korte ielding die een goede basis
biedt om verder te lezen in deze richting. De eindig-dimensinale aanpak in secties 1.1{1.4 is
eenvoudig maar geeft toch de meeste basisconcepten en eigemappen weer. Bovendien ligt
Zij via de formules (44) en (45) ook aan de basis van de multisolutie-analyse vanL?(R).
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