HOOFDSTUK 3

Inleiding tot de incidentiemeetkunde

Incidentiemeetkundis een theoretisch kader waarin bijna elke vorm van meetkynadt. Wij
zullen onder andere zien hoe affiene en projectieve meetkkunghen gezien worden als voor-
beelden varincidentiemeetkundenverder tonen we nog enkele andere mooie incidentiemeet-
kunden die dikwijls binnen projectieve ruimten leven.

3.1 \Voorbeelden en definitie

Voorbeeld 1. Door de studie van affiene vliakken ow&svectorruimten kwamen wij tot de axio-
matische definitie 1.4.1die algemener blijkt te zijn (ziedmeeld 1.4.1). Deze axiomatische de-
finitie maakt geen gebruik van acties of vectorruimten ere&d eenvoudiger dan definitie 1.1.1
. Toch zijn de axiomatische affiene vlakken niet veel algesnean de affiene vlakken over een
K-vectorruimte want indien we aan definitie 1.4.1 het Pappisma (A6) toevoegen, volgt uit
stelling 1.4.8 dat dit vlak isomorf is met een affien vlak ogen zeker&-vectorruimte.

We merken op dat de definitie van een axiomatisch affien vlakofk van het Pappus-
axioma) geformuleerd wordt aan de hand van de zogenaamitkentie-eigenschappevan
punten en rechten. We zeggen dat een puiticident is met een recht® indien p € R.
Axioma (A2) bijvoorbeeld, kan men als volgt formuleren:

Gegeven een rechte R en een punt p niet incident met R, bestaeéds een unieke
rechte Rzodanig dat p incident is met Bn geen enkel punt tegelijk incident is met
RenR

Het lijkt eigenaardig dat wij tot nu toe enkel spraken ovepmatische affien@lakken Zou
men de hogerdimensionale affiene ruimten niet kunnen hipgrhria incidentie-eigenschap-
pen? Misschien worden deze beschrijvingen te ingewikkeld?

Voorbeeld 2. Ook de definitie van axiomatisch projectief vlak (zie oefenk.1.2.1 op blad-
zZijde 50) is gebaseerd op de notieidentie We merkten op dat dit axiomastelsel zelfduaal
is. Indien men de axioma’s formuleert als incidentie-efgdrappen, wordt dit nog duidelijker
omdat ‘incident zijn’ zelfduaal is. Als een pumtop een rechter ligt, zegt men zowel f

is incident metR” als “Ris incident metp”. Door te spreken van ‘incidentie’, verdwijnt het
idee dat rechten “groter” zijn dan punten. Alle projecti@lgecten worden op dezelfde voet
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behandeld. Deze manier van denken levert een homogenefgripésg van de meetkunde en
is bijvoorbeeld nuttig bij de beschrijving van dualiteit§ ook paragraaf 2.5).

Opnieuw kunnen we ons de vraag stellen waarom er enkel despreordt over axiomati-
sche projectievelakken

Voorbeeld 3. Een veelhoek in het vlak bestaat uit een aantal punten drden zijn door
liinstukken. Aangezien vele figuren die hieraan voldoen stadoch niet aanzien worden als
veelhoeken, is een meer gedetailleerde definitie nodig. jeAlzelf nadenkt over een betere
definitie zal je snel merken dat het niet eenvoudig is.
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Figuur 3.1: Welke figuren beschouw jij als veelhoeken?

Als enkel incidentie-eigenschappen van belang zijn, kan woégende definitie gebruiken.

Eenvedhoek is een meetkundig object dat bestaat uit hoekpunten emzitdela-
nig dat elke zijde incident is met twee hoekpunten en elkpgumtkncident is met
twee zijden.

Merk op dat deze definitie zelfduaal is en dat Euklidischersghappen zoals convexiteit en
‘regelmatig zijn’ verloren gaan. Ze kunnen niet met inciderdeschreven worden. Je kan
gemakkelijk bewijzen dat een veelhoek nmgbunten ookn zijden moet hebben (??). Zo zijn

twee veelhoeken equivalent zodra ze evenveel punten hellbehk veronderstellen we niet

dat de zijden Euklidische segmenten zijn. Dit laat ons tdedm‘2-hoek’ te beschouwen als

veelhoek. Later zal deze veelhoek een cruciale rol spelen.

Voorbeeld 4. Een veelvlak bestaat uit hoekpunten, ribben en zijvlakkéfeer kan men de
structuur van een veelvlak volledig beschrijven door dedmatierelatie van de verschillen-
de objecten ten opzichte van elkaar te geven. Opnieuw kriyge de indruk dat Euklidische
begrippen zoals ‘regelmatig zijn’ verloren gaan. Zulke systrie-eigenschappen kunnen be-
schreven worden aan de hand \artomorfismen Dit zijn afbeeldingen die incidentie tussen
objecten bewaren. We gaan hier echter niet verder op in.

We leren uit deze voorbeelden dat de meest fundamenteleseiggppen van meetkunden
elegant kunnen beschreven worden aan de hand van inciddégeieschappen. Fijnere gegevens
kunnen niet altijd beschreven worden met het bemugidentiealleen. We zullen tonen dat men
met incidentie alleen toch al zeer ver komt en zeer algemaenekwerk gaan.

Definitie 1. Eenincidentiestructuur is een viertal(X, ,1,t) waarbij

e X eenverzameling is. De elementen van X noemtahearenten van de incidentiestruc-
tuur;
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e x een relatie is op X die symmetrisch en reflexief is. Men noerdeincidentierelatie
van de incidentiestructuur;

e | is een verzameling vatypes. Deze geeft aan welke de verschillende soorten objecten
zijn die in de incidentiestructuur voorkomen;

e tis een surjectieve afbeelding-X— | die voor elk element van de incidentiestructuur het
type aangeeft. Men noemt zetgipefunctie.

Het aantal types in een incidentiestructuur noemt menadg van de incidentiestructuur.
De rang is dugfl. Voor een verzameling & X van elementen noemt méa} hettype van A.

Voorbeeld 5. De kubus is een voorbeeld van een incidentiestructuur vamndde. Deze heeft
26 elementen : 8 hoekpunten, 12 ribben en 6 zijvlakken. Didémtierelatie is beschreven aan
de hand van de inclusie- of ‘behoort tot'-relatie: twee atatenx eny van de incidentiestruc-
tuur zijn incident als en slechts als hetzi y of x > y (als €én van beide een hoekpunt is) hetzij
x C yof x D y. De typeverzameling ishoekpunt, ribbe, zijvlak en de typefunctie is duidelijk.

Beschrijf zelf nauwkeurig voorbeelden 1 tot en met 4 alsdantiestructuur. Hoewel we
(nog) geen axiomatische beschrijving van algemene piejectuimten kennen, zijn dit ook
voorbeelden van incidentiestructuren. Indien de ruimteetisien heeft, kiezen we als type-
verzameling = {0,1,...,n— 1} en als elementen van type | nemen we allé-dimensionale
deelruimten. Incidentie is gegeven door de inclusie valrgieaten.

Opmerking 1. Hoger (in voorbeeld 2) zagen we dat incidentiemeetkunddhtiale elementen
van een structuur op gelijke voet te behandelen. Voor deskiliam men zulke voorstelling
construeren in de ruimtg2. Zij (e, e, e3) een orthonormale basis E°. Dan kunnen we een
kubus maken door als hoekpunten alle combinaties+ e, + e3 te nemen. Nu gaan we met
ribben en zijvlakken ook vectoren associéren: hun zwaantep. Zo krijgen we dus 26 vecto-
ren vanE3: de 8 vectoren van de hoekpunten, 12 vectoren van de v e en 6 vectoren
van de vormtg. Als we de kubus nu vergeten, hebben we nog 26 punten van deliEake
ruimte over. We zien geen verschil meer tussen hoekpuritdern en zijvlakken. De inciden-
tie kunnen we ook Euklidisch vertolken: telkens twee elemeimcident zijn, verbinden we de
overeenkomstige Euklidische punterenv door middel van het segmeft, v].

. [ ] . [ ] . [ ] 4

Figuur 3.2: Voorstelling van de kubus met 26 vectoren Ean

De typeverzameling van een incidentiestructuur bevaindijgalleen maar ‘namen’ die de
meetkundige structuur zelf niet beinvioeden. Zo kunnen @gg wnze kubus nu als typeverza-
meling {v/3,v/2,1} kiezen. Welke typefunctie kunnen we dan gebruiken?
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Opmerking 2. In vorige opmerking zien we dat incidente elementen verbongdorden door
een lijnstuk. Algemeen heeft men dat de verzameling elesneren een incidentiestructuur sa-
men met de incidentierelatie egraf vormt. Dit zal ons toelaten de graffentheorie te gebruiken
bij de studie van incidentiestructuren. We spreken vamdiglentiegraf van een incidentie-
structuur.

Definitie 2. Een verzameling paarsgewijs incidente elementen van eafeitiestructuur heet
eenvliag. Eenkamer is een vlag waarin elk type vertegenwoordigd is.

Merk op dat de lege verzameling ook een vlag is en dat elkevélexeimeling van een vilag
opnieuw een viag is.

In de incidentiestructuren die we tot nu toe hebben gezigntvzee verschillende elemen-
ten van hetzelfde type nooit incident en zijn de maximalggém steeds kamers. We gebruiken
dit als basis voor de definitie van incidentiemeetkunde.

Definitie 3. Eenincidentiemeetkunde (of kortwegmeetkunde) is een incidentiestructuur waar-
in

e twee verschillende elementen van hetzelfde type noaitentkijn;
¢ elke niet-maximale vlag omvat is in minstens twee kamers.

Als gevolg van deze definitie zijn de maximale vlaggen stdedmers en kan elke niet-
maximale vlag uitgebreid worden tot een kamer op minsteeg twanieren.

Opmerking 3.

1. Sommige auteurs gebruiken een fijnere woordenschatneigentiestructuur waar twee
verschillende elementen van hetzelfde type nooit incidént noemt men een ‘premeet-
kunde’; een premeetkunde waar elke maximale vlag een kam&reimerzij een ‘meet-
kunde’ en wanneewij spreken van een meetkunde, hebben zij het over een ‘ferme mee
kunde'.

2. We merkten op dat een incidentiestructuur aanleidindt ¢etecen graf. Voor een meet-
kunde kunnen we meer zeggen: we krijgen een zogenaanudtipartiete graf. Dit
is een graf(X,*) waar er een partiti€X;)ic; van de knopenverzameling bestaat zodat
twee knopen van eenzelfde déghooit verbonden zijn door een boog. Bovendien is elke
complete deelgraf met minder dahkhopen te vervolledigen tot een complete deelgraf
met # knopen op minstens twee manieren.

Het was HLBERT die als eerste sprak over de incidentiestructuur van eetkomete. In
zijn werk Grundlagen der Geometrigaf hij een axiomatische beschrijving van de Euklidische
meetkunde. Hij splitste zijn axioma’s op in vijf groepjesamenhang’ (=incidentie), ‘orde’,
‘het parallellenpostulaat’ (zie definitie 1.4.1), ‘congntie’ (=afstand) en ‘continuiteit’ (=ei-
genschap van Archimedes). Ook bestudeerde hij de (algeg)emeetkunden die men krijgt
door één of meerdere groepjes weg te laten. Sinds#RT kan men zeggen dat incidentie de
fundering is van alle meetkunde.

Incidentiemeetkunde had een grote invioed op de ontwikljalan de affiene en projectieve
meetkunde in het begin van vorige eeuw. Ook toegepaststihten combinatoriek konden
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gebruik maken van abstracte meetkundige begrippen. Déentiemeetkunde nam een hoge
vlucht in de jaren '50 toen iT's, die in Brussel studeerde, meetkundige ideeén toepast in d
groepentheorie, meer bepaald in de veelgebruikte theerikidgroepen.

De theorie der meetkunden en diagrammen die wij hier uitsz, werd vooral ontwik-
keld door BJEKENHOUT. Hij studeerde in Brussel en gaf tot enkele jaren terug eesusitaan
de VUB. Aan onze zusteruniversiteit geeft hij nog steeds les

3.2 Residu’s en samenhang

Definitie 1. Zij ' = (X,*,l,t) een meetkunde en € X een vlag. Hetesidu van F inT
is de meetkund€r = (X, *¢,Ir,tr) geinduceerdp de verzameling Xdie bestaat uit alle
elementen van XF die incident zijn met alle elementen van F. Formeel hebbedws

o Xp ={XxeX\F|VfeF:xxf},
o xp =N (Xeg X Xg);

o Ig=1\t(F);

o tr =ty .

Ga zelf na daf £ een meetkunde is. Het residu van de lege vlag isl" zelf.

Het residu van een zijvlak van de kubus bevat 4 hoekpunten ridsbén. Elke ribbe is
incident met twee hoekpunten en elk hoekpunt ligt op tweeerib Dit residu is dus een meet-
kunde van rang 2 waarin elk element incident is met juist taedere elementen. \Volgens
voorbeeld 3.1.3 noemen we dit eeaelhoek Aangezien er hier vier elementen zijn van elk
type, spreken we van eephbek. Beschrijf zelf het residu van een ribbe in de kubus. Toon aan
dat het residu van een hoekpunt een 3-hoek is.

Wat is het residu van een vlak in een projectieve ruimte varedsie drie? Is er een verband
met het residu van een punt in een affiene ruimte van dimenigie d

Lemma 1. Zij I een meetkunde en F een vlag inEen verzameling A bestaande uit elementen
vanlg is eenvlag i g als en slechts als B A een vilag is if. Bovendien geldt voor een vlag
Ain Me steeds(FF)A =TEFua.

Bewijs. Laat ons vertrekken met een vidgin '=. Dan geldtva,b € A: axb en bovendien
Vac A, Vf € F:axf, zodatF UA bestaat uit paarsgewijs incidente elementen varEen
verzamelingA C Xg zodanig daF UA een vlag is, is duidelijk een viag.

Voor een vlagA vanl g geldt

Xe)a={xe X \A|Vac A:xxa}
={xe X\ (FUA) |VfecF:xxfenVacA:xxa}
={xe X\ (FUA)|VYye FUA:xxy}

= XrUA

Daar een residu volledig bepaald is door zijn verzamelieghehten, volgt het lemma. O
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Aangezien een meetkunde ook een graf is, kunnen we onsdatees aan de samenhang
van die graf. Toch blijkt een ander begrip belangrijker {g zoor de meetkunde.

Definitie 2. Een meetkunde heetsidueel samenhangend indien de incidentiegraf van elk
residu van rang minsterssamenhangend is.

Merk op dat een meetkunde van rang 1 nooit een samenhangmidentiegraf kan heb-
ben (??). Een residueel samenhangende meetkunde van rastgmai2 heeft steeds een sa-
menhangende incidentiegraf maar niet omgekeerd (??)efdina 1 volgt dat elk residu in een
residueel samenhangende meetkunde ook residueel sargentas.

Lemma 2. Zij I' een residueel samenhangende meetkwaaeeindige rang Voor elke twee
verschillende types i en j en elke twee willekeurige eleemerten y vari', bestaat er in de
incidentiegraf vari™ een weg van x naar y waarvan alle elementen, verschillenc ey, type
i of j hebben.

Bewijs. IndienT rang 1 heeft, zijn er geen twee verschillende types en gaklhdt lemma. In
rang 2 volgt de bewering uit de samenhang van de incideafiegr

Voor een inductiebewijs veronderstellen we dat de namgn ™ minstens 3 is. Vermits de
incidentiegraf vari’ samenhangend is, bestaat er een wegxp x Xg * - - - % Xy = Y vanx naary.
Zij k > 1 de kleinste index metxy) ¢ {i, j}. Als k= n, is er niets te bewijzen. Anders zitten
de elementeny_1 €n X1 in het residul ;. Dit is een meetkunde van ramg- 1 waarvan
de typeverzameling en j bevat. Wegens de inductiehypothese hebben we,in een weg
vanxy_1 tot X1 met enkel elementen van typeen j. Indien we deze weg tussen deze twee

elementen in onze oorspronkelijke weg zetten in plaats eawel langs (zie figuur), zijn
we zeker dat in de nieuwe weg elementen van typa j staan totx. 1. Indien er nog een
X bestaat met(x) ¢ {i, j} kunnen we voorgaande constructie herhalen tot uiteihdalig
elementen van de (misschien veel langer geworden) wegiussey van typei of j zijn. O

Definitie 3. Een meetkunde van rang twee waarin alle elementen van helypaancident
zijn met alle elementen van het andere type, heevemhgemeende digon (of veralgemeende
2-hoek).

Een 2-hoek zoals gedefinieerd in voorbeeld 3.1.3 is eengesradende digon.

Definitie 4. Zij ' = (X, *,1,t) een meetkunde. Hetgonaal diagram vanT is de graf met als
knopenverzameling | en als bogen de paferj} waarvoor er een vlag F van type\Ki, j}
bestaat zodanig dat het residig geenveralgemeende digon is.
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hoekpunten ribben zijvlakken
O O O

Figuur 3.3: Digonaal diagram van de kubus

Het digonaal diagram van de kubus staat in figuur 3.3. Legitdit u

Voorbeeld 1. Beschouw een betegeling van het viekmet rode en blauwe gelijkzijdige drie-
hoekige tegels. Hiermee maken we een meetkunde van rang &idbsoorten elementen zijn
de punten waar 6 tegels samenkomen, de rode driehoeken dausetdriehoeken. Inciden-
tie is voor driehoeken hetzelfde als ‘een zijde gemeengaHigip hebben’ en een driehoek en
een punt zijn incident indien het punt tot de driehoek behddit is een oneindige meetkunde
(heeft oneindig veel elementen) waarvan het diagram eehakk is.

punten
A A

Figuur 3.4: De betegeling met rode en blauwe driehoeken

Ga na dat het digonaal diagram van de kubus, van een driesliomate affiene ruimte en
van een driedimensionale projectieve ruimte alledrie figzezijn. Dit toont dat men aan de
hand van het digonaal diagram het verschil tussen deze umekik niet kan zien. Daarom
zullen we later het begrip diagram verfijnen.

Als we in een meetkunde met digonaal diagranl,~) een residd r nemen, kunnen we
hiervan ook het diagrartig, ~¢) bepalen. In de voorbeelden die we tot nu toe gezien hebben
geldt dat de adjacentierelatie- juist de geinduceerde relatieN(Ig x Ig) is. Algemeen is dit
echter niet waar (??). Aangezien de meeste voorbeald¢deze eigenschap hebben, zullen
we een bijkomend axioma opleggen aan onze meetkunden.

AXIOMA: Vanaf nu veronderstellen we dat wanneer er in een meetluega
vlagF van typel \ {i, j} bestaat zodanig d&i een veralgemeende digondle
residu’s van typ€i, j} veralgemeende digons zijn.

Eigenschap 1.Het digonaal diagram van een residi: in een meetkundé met digonaal
diagram(l,~) is de graf(lg, ~g) waarbij ~g=~ N(Ig X Ig).

Bewijs. Pas lemma 1 toe. O

Indien een meetkunde een niet-samenhangend digonaabufidggeft, weten we dat tel-
kens we twee typesen j kiezen in verschillende samenhangscomponenten, alldutesian



HOOFDSTUK 3. INLEIDING TOT DE INCIDENTIEMEETKUNDE 100

type{i, j} veralgemeende digons zijn. Anders gezegd zijn alle elesnerdn type in die resi-
du’sincident met alle elementen van typelndien de meetkunde residueel samenhangend is,
kunnen we meer zeggen.

Stelling 1 (“Directe som stelling”).

Zij I = (X,x,l,t) een residueel samenhangende meetkunde en zij i en j tweertyyperschil-
lende samenhangscomponenten van het digonaal diagrarfi.vBan zijnalle elementen van
type i incident met alle elementen van type |j.

Bewijs. We geven een bewijs per inductie op de ranvgnl". Voorr = 2 is er niets te bewijzen
omdat de meetkunde dan een veralgemeende digon is.

Voor r > 3 kunnen we eelk € | \ {i, j} vinden zodanig dak niet behoort tot de samen-
hangscomponent var(als dit niet gaat, verwissel je de namiesn j). Zij x eny elementen met
t(x) =i ent(y) = j. Door lemma 2 bestaat er een weg want y met enkel elementen van type
i of j. We tonen nu dat we die weg kunnen inkorten.

Veronderstel eerst dat de weg vanaary lengte 3 heeft. Er zijn dus twee elementean
v respectievelijk van typg eni metxxux*vxy. Vermitsl;,, ook residueel samenhangend is,
bestaat er een weg vamaary met enkel elementen van typenk. Zij zhet element van type
k dat in die weg incident is mat. Doordati enk in verschillende samenhangscomponenten
van het digonaal diagram vdn, zitten en dit residu rang— 1 heeft, kunnen we besluiten dat
X+ Nu is 00k[ (5 van rangr — 1 en zitteni en j in verschillende samenhangscomponenten
van het digonaal diagram van dit residu. Uit de inductiellypse volgt zo datx Z, waarbij
uxz+Z xZ' het begin is van de weg tusseeny in I'y,. In het residu (», passen we dezelfde
techniek toe onx+Z” te krijgen. Dit herhalen we tot we aan het einde van de wég,jnkomen
en uiteindelijkx x y overhouden.

Eigenlijk hebben we aangetoond dat een wegx* vy van type{i, j} in de incidentiegraf
van[l steedskan herleid worden tatxy. Als de oorspronkelijke weg vaxnaary nu langer
is dan 3, maken we de weg korter door het vorige herhaald@igkte passen op stukjes van
lengte 3 in de weg vartoty. O

Definitie 5. Zij '1 = (Xq,*1,11,t1) enla = (X, x2,12,t2) meetkunden. Deirecte som van deze
twee meetkunden is de nieuwe meetkdhdel ; = (X, *,l,t) met volgende kenmerken.

o X = X3 LUXy (disjuncte unie);

o = (k1) U {(X1, %) | X1 € Xz €n% € Xo};
o | =111y

o t =11 Lty.

We zien dus dat in de directe sdm @ I, alle elementen vaf; incident zijn met alle
elementen vaii,. Hierdoor (??) zal het digonaal diagram Van® ', bestaan uit de (directe)
som van de digonale diagrammen VanenTl ,. Dit wil zeggen dat het digonaal diagram van
M &, ontstaat door de diagrammen vanen[ » naast elkaar te zetten, zonder bogen tussen
elementen vaty enls.
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De directe som stelling zegt dat voor een residueel samgehde meetkunde ook het om-
gekeerde geldt: als het digonaal diagram de (directe) saamisleeldiagrammen, is de meet-
kunde ook de directe som van de deelmeetkunden die ovemaenkmet de deeldiagrammen.
Om dit preciezer te formuleren, voeren we een nieuw begrip in

Definitie 6. Zij I = (X, *,I,t) een meetkunde endJl. Detruncatievanl totJ is de meetkunde
M= (X2, 17,t%) met

o XI=t71(J);

o ) =N (XI x X);

o 1M=J;

o V=t

Nu herformuleren we de directe som stelling.

Een residueel samenhangende meetkdind@arvan het digonaal diagram de (di-
recte) som is van de graffeiy, ~1), (I2,~2),. .. (lk,~k), IS de directe som van de
truncatiesr 1, 'z, .. [k,

Daarom beperkt men zich in de incidentiemeetkunde dikwifisle studie van meetkunden
waarvan het diagram samenhangend is. Dit zijn dus meetkudigeniet kunnen geschreven
worden als directe som van kleinere meetkunden. Deze maaewerken vindt men terug in
vele takken van de wiskunde, waar men de objecten die geectelisom zijn ‘irreduciebel’ of
‘enkelvoudig’ noemt.

3.3 Meetkunden van rang twee

Hoger werd opgemerkt dat het digonaal diagram niet toeladt/érschil te zien tussen een
affiene en een projectieve ruimte. Daarom is het wenselijkneeer gedetailleerde beschrijving
van meetkunden te bedenken. Vermits het digonaal diagrareesa meetkunde bepaald wordt
aan de hand van de residu’s van rang twee, zullen we nu eegrgafavijden aan de grondige
studie van meetkunden van rang twee.

We spreken af dat de types van de rang twee meetkunden in deagrgaf steeds ‘punt’
en ‘rechte’ zijn. Dit laat ons toe meetkundige uitdrukkinge gebruiken zoals “het pugtligt
op elke rechte”. De verzameling van alle punten en alle egchiin de meetkunde noteren we
respectievelijk? en.Z.

Aangezien elke meetkunde van rang twee een bipartietecimiidjraf oplevert, kunnen we
die graf gebruiken om de meetkunde te beschrijven.

Definitie 1. Zij ' een meetkunde van rang twee. Vermits twee elementen vatfdetype
in I nooit incident zijn, zal een gesloten weg (d.i. een weg didigi in zijn beginknoop)
steeds even lengte hebben. De helft van de lengte van dekudstriviale gesloten weg in de
incidentiegraf varl heet degonaliteit vanT .

Als je een punt g vah neemt, kan je in de incidentiegraf kijken wat de grootst Higge
afstand is die je kan afleggen vanuit g. Noteer deze afsdaqyl De punt-diameter vanT is
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het maximum van de afstandé(x]) voor qe &2. Analoog kunnen we vertrekken van een rechte
R en de maximale afstar®(R) bekijken voor elke rechte K. . Het maximum van allé(R)
noemen we deechte-diameter vanT .

Een rang twee meetkunde met gonaliteit g, punt-diamegtendechte-diameter, deet een

(gvdp7d| )_gon'

In graffen is het de gewoonte te stellen dat de afstand tusssnknopernu env oneindig is
indien er geen weg bestaat tusseenv. Deze afspraak heeft als gevolg dat eindige diameters
(residuele) samenhang impliceren. Merk op dat de gonaditediameters van een meetkunde
oneindig kunnen zijn (zie oefening 2).

\Volgende lemma'’s zijn eenvoudig te bewijzen.

Lemma 1. Een residueel samenhangende meetkunde van rang twee sralgemeende digon
als en slechts als het e€8, 2,2)-gon is.

Lemma 2. In een(g,dp,d)-gon geldt steeds dat

2<g<dp<d| <dp+1
of

2<g<d <dp<d+1

Ga zelf na dat een (axiomatisch) affien vlak €8r8,4)-gon is (zie oefening 3.6.3). Een
veelhoek men zijden (zie voorbeeld 3.1.3) is e€n,n,n)-gon. Controleer dat een (axioma-
tisch) projectief vlak steeds e€8, 3,3)-gon is. Als we de meetkunde van de kubus trunceren
tot de types ‘hoekpunt’ en ‘ribbe’, krijgen we eéd, 6,6)-gon (??). Wat gebeurt er als we
andere truncaties nemen?

Weer zien we dat onze voorbeelden een bijkomende regitseitgenschap hebben: de
maximale afstand die je vanuit een punt kan afleggen, is Mmpanten dezelfde en de maxi-
male afstand die je vanuit een rechte kan afleggen is steéjisagm de rechte-diameter. We
nemen deze eigenschap als axioma.

AXIOMA: Vanaf nu veronderstellen we dat er in een meetkunde van veseg)|t
voor elk punt (resp. elke rechte) steeds een element bestaat opcadigtéresp.
d) in de incidentiegraf.

Definitie 2. Een(g,dp,d;)-gon waarvoor geldt g= d, = di heet eerveralgemeende g-gon of
veralgemeende g-hoek. Voorbeelden hiervan zijn de veelhoeken gedefinieerd irbeetd 3.1.3

. Deze g-gons, met op elke rechte juist twee punten en dopuatijuist twee rechten, noemen
we soms oolgewone g-gons of gewone g-hoeken.

Ook zien we dikwijls dat elke rechte steeds incident is metegel punten en dat elk punt
behoort tot hetzelfde aantal rechten (zie bijvoorbeel@miefy 2.9.3 of de definitie van gewone
g-gon). Men veronderstelt dikwijls dat deze eigenschappesds voldaan zijn.

AXIOMA: We veronderstellen dat elke rechte incident is met everuasien
en elk punt behoort tot evenveel rechten.
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Definitie 3. Voor een meetkunde van rang twee noemen we het aantal puesgn (echten)
incident met een rechte (resp. punt), verminderd met Juté-orde (resp. rechte-orde) van
de meetkunde. We noteren ze respectievglignss. Formeel hebben we dus

VRe Z:#{pe Z|pxR} =sp+1
en
Vpe Z: #{Re L | pxR} =5+1

Uit oefening 2.9.3 weten we dat de punt- en rechte-orden gar(@iomatisch) projectief
vlak dezelfde zijn. Is dit ook waar voor eindige affiene viekR Bepaal de orden van de rang
twee truncaties van de kubus.

Hoger hebben we gezien dat een (axiomatisch) projectiéf steeds een veralgemeende
3-hoek is. Het omgekeerde is bijna waar.

Stelling 1. Een veralgemeendghoek is steeds een axiomatisch projectief vlak of een gewon
3-hoek.

Bewijs. Veronderstel dat we een veralgemeende 3-Hobkbben die geen gewone 3-hoek is.
Beschouw twee verschillende punten. Vermits de punt-diemenl” gelijk is aan 3, moeten
deze punten op afstand 2 van elkaar liggen in de incideatie@it betekent dat er een rechte
incident is met beide. Er kan zo geen tweede rechte bestadatala gonaliteit 3 bedraagt.
Aan de hand van de rechte-diameter bewijzen we analoog datwerschillende rechten elkaar
steeds snijden in een uniek punt.

Nu bewijzen we dat het aantal rechten door een punt hetzelfdis het aantal punten op
een rechte. Onderstel dat de punt-osgdedraagt. Beschouw een pymtDan bestaat er een
rechteR die p niet bevat omdat de punt-diameter Vagelijk is aan 3. Elke rechte dogrsnijdt
Rin een punt. Twee verschillende rechten dp@nijdenR in verschillende punten omdat de
gonaliteit 3 is, zodat we, > § hebben. Vermits elk punt vaR een rechte doop definieert,
hebben wes, = 5.

Indien er een rechte is met minder dan drie punten, hebberealhten twee punten en gaan
er door elk punt twee rechten. Beschouw een guxmanl. De twee rechten dip bevatten
leveren twee nieuwe puntepenr. Deze definieren ook een recHtg r} die uiteindelijk toont
datl" een gewone 3-hoek is. Tegenspraak!

Doordat we een meetkunde hebben, zijn we ook zeker dat etandrie niet-collineaire
punten bestaan. O

We gebruikten in vorig bewijs dat alle rechten evenveel gnititebben. Zijn er voorbeelden
van veralgemeende 3-hoeken die noch een projectief viak @@ gewone 3-hoek zijn, indien
men deze eis weglaat?

Na 3-hoeken komen logischerwijze 4-hoeken. Een voorbeetdhiuurlijk de gewone 4-
hoek. We geven hier nog twee minder eenvoudige voorbeelden.

Zij S={1,2,3,4,5,6} een verzameling van 6 elementen. Neem als punten de 15 paren
{i, j} van elementen va8 (wij noteren die paren korfj meti < j). De rechten zijn de partities
van Sin drie paren. Incidentie is de ‘behoort tot of bevat'-redat In figuur 3.5 zie je een
voorstelling van deze meetkunde.
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Figuur 3.5: De veralgemeende vierhoek van qi22)

Ga zelf na dat deze meetkunde een veralgemeende 4-hoekzign Brie punten per echte
en door elk punt gaan drie rechten. We zeggen daarom dat eezekdorde(2,2) heeft. Men
kan bewijzen dat er slechts één veralgemeende 4-hoek van22) bestaat (op isomorfis-
me (?7?) na). Een andere constructie van deze veralgemedraik 4/ind je in oefening 14.

In oefening 24 van hoofdstuk 8 van de cursus “Meetkunde eadiia Algebra” [KI], toon-
de je aan dat een éénbladige hyperboloide twee familiesaredmvat. Door elk punt van deze
kwadriek gaat juist één rechte van elke familie. De rechtanaenzelfde familie zijn allen dis-
junct en vormen een partitie van de verzameling punten opndeliiek. Als we een rechte in
elke familie kiezen, zullen ze altijd juist één gemeensgpledifk punt hebben (?7?). Maak nu een
meetkundd™ met als punten de punten op de éénbladige hyperboloide eechien de unie
van de twee families rechten. Incidentie is de natuurlifgehoort tot of ligt op’ relatie. Als
we twee puntemp enq van de kwadriek nemen die niet op een rechte van de kwadggkni,
kunnen we dooip een unieke recht®; van de eerste familie vinden en dapeen rechtdr,
van de andere familie. Deze rechten snijden in een puah de kwadriek. Ook kunnen we de
rechteS, van de tweede familie dogy kiezen en de recht§, door g, die snijden in een ander
punts. Zo hebben we een gesloten wegR; +r x Ro x g S xS S * p van lengte 8 gevonden
in de meetkundé. We kunnen geen kortere gesloten wegen maken (??) zodatndéteib
4 bedraagt. Onze puntgmenq zijn ook voorbeelden van elementen op afstand 4 van elkaar
zodat de punt-diameter ook 4 bedraagt (?7?). Als we twee hilesale rechten kiezen die tot
eenzelfde familie behoren op de kwadriek, liggen deze dprads4 van elkaar in de incidentie-
graf vanl". We hebben dus wel echt een veralgemeende 4-hoek met ang@glipunten per
rechte en juist twee rechten per punt.

De éénbladige hyperboloide is een voorbeeld van wat memoester noemt. Dit is een
veralgemeende 4-hoek met= 1. In figuur 3.6 zie je een rooster van orde1).

Kwadrieken in hogere dimensies die rechten bevatten, daveok interessantere veralge-
meende 4-hoeken. Voor meer details verwijzen we naar [P-T].

We zetten onze reis in de wereld der veralgemeende veellerelerven belanden bij de
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Figuur 3.6: Rooster van ord@,1)

veralgemeende 5-hoeken. Natuurlijk hebben we de geworeek-als voorbeeld. Hij heeft
orde(1,1). Als we zoeken naar andere voorbeelden wordt het moeilijk.

Definitie 4. Een meetkunde hedik indien elke niet-maximale vlag omvat is dden minste
drie kamers. Indien elk residu van rangist twee elementen bevat, heet de meetkuinde

De enige veralgemeende 5-hoek die we tot nu toe kennen isedudumne. Uit stelling 1
volgt dat alle dikke veralgemeende 3-hoeken axiomatiscbiegtieve vlakken zijn (zie ook oe-
fening 11). Volgende stelling legt een belangrijke bepaglap de eindige dikke veralgemeende
veelhoeken.

Stelling 2 (Feit—-Higman). Eindige dikke veralgemeende n-hoeken bestaan enkel veor n
{2,3,4,6,8}.

Het bewijs van deze belangrijke stelling steunt op techamakit de lineaire algebra en kan
bijvoorbeeld gevonden worden in [VM]. In dit boek vind je oaborbeelden van veralgemeende
6- en 8-hoeken. Indien men een oneindig aantal punten tpélestaan er voor elke € N\
{0,1} veralgemeende-hoeken. Men maakt hier gebruik van de zogenaawnije constructie
van TiTs (zie oefening 16). Voor meer resultaten over veralgemeerethoeken verwijzen
we naar [VM].

3.4 Diagram van een meetkunde

Definitie 1. Zij ' = (X, *,l,t) een meetkunde. Hditagram vanT is het digonaal diagram van

I, waar voor elke boog ij een familigs; van rang 2 meetkunden wordt gegeven zodanig dat
elk residu van een vlag van typ& {i, j}, waarin men de elementen van type i punten noemt,
een meetkunde is it;;.

Meestal zullen de families?jj bestaan uitg,d,, d)-gons. Soms is het ook nuttig de meet-
kunden in een familieZ;; nog meer te beperken door bijvoorbeeld ook de punt- en renhe
te specifiéren.

Definitie 2. Zij ' = (X, x,1,t) een meetkunde. Indien voor een typelielke vlag van type
I'\ {i} hetzelfde aantal elementen heeft in haar residu, noemeritwarmtal, verminderd met
1, de torde vanl". We noteren de i-ordg.s

Indien dei-orde voor een bepaald typgedefinieerd is, kan men op de bogenidievatten
niet om het even welke familig7;; van meetkunden plaatsen.
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Lemma 1. Zij I = (X, *,1,t) een meetkunde er€il een type waarvoor de i-orde bestaat. In
elk rang 2 residu vam waarin de punten elementen van type i zijn, is de punt-ordigk g&n
S.

Bewijs. Beschouw een residutg van rang 2 inm mett(F) =1\ {i,j}. De punt-orde var ¢
is één minder dan het aantal punten incident met een recht&€ pa Anders gezegd is dit
het aantal elementen van typincident met een element van typen 'e. Nog met andere
woorden is deze punt-orde het aantal elementen in een resideen viag van typk\ {i}. Dit
is onafhankelijk van de keuze vdgrsteeds gelijk aan deordes. O

We spreken af dat we de informatie op het digonaal diagraraagen volgens figuur 3.7.
Hierbij veronderstelt men dat de elementen van fyipehet residu de rol van ‘punten’ spelen.

i dy, 9 g I
O———0O

S Sj

Figuur 3.7: Plaatsing van informatie rond een boog van rggirdial diagram

Hierbij komen nog enkele conventies en afkortingen. Indieor een zekergi, j} de resi-
du’s veralgemeendg-hoeken zijn, schrijven wd, end, niet op het diagram vermits ze toch
gelijk zijn aang. We komen overeen dat een boog zonder enige vermeldingvstaragen ver-
algemeende 3-hoek en een dubbele boog een veralgemeened& ddorstelt. Dé-orden zijn
facultatief en kunnen natuurlijk enkel vermeld worden @rmdze gedefinieerd zijn.

Het diagram van de veralgemeende 4-hoek van figuur 3.5 stgtiur 3.8. Daarnaast staat
het diagram van de kubus. Verklaar deze diagrammen zelf.

4 4 4

Figuur 3.8: Diagram van de veralgemeende 4-hoek van (@@ en van de kubus

Laat ons het diagram van de betegeling met rode en blauwsogken (zie voorbeeld 3.2.1
) bepalen. We moeten dus alle mogelijke residu’s van rangdeare meetkunde van rang 3
bestuderen. Het residu van een punt bestaat uit drie rodeesblduwe driehoeken. Elk van
die driehoeken is incident met twee andere. Dit residu gebijlg een gewone 3-hoek. Analoog
is het residu van een blauwe of rode driehoek ook een gewtioe- In figuur 3.9 zien we het
diagram van deze oneindige meetkunde.

Beschouw een affiene ruimdévan dimensie 3 over een velkl Deze definieert op natuur-
lijke wijze een meetkundE van rang 3. Neem het residu van een ppitt deze ruimte. Dit is
een meetkunde van rang twee die bestaat uit alle rechtefeariakken die dat punp bevatten.
Indien weX vectorialiseren im, zien we dat de elementen van het resll‘qp} overeenkomen
met de 1- en 2-dimensionale deelruimten van een 3-dimealsiévectorruimte. Dit is niets
anders dan het projectief viak#), m.a.w. een veralgemeende driehoek. Het residu van een
rechte bestaat uit alle punten van die rechten en alle viteftieedie rechte omvatten. Binnen dit
residu zijn duidelijk dat alle punten incident met alle \Kek. We hebben een veralgemeende
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1

Figuur 3.9: Diagram van de meetkunde van de betegeling rdeten blauwe driehoeken

digon. Het residu van een viak vahbestaat uit alle punten en alle rechten van dit vlak. Deze
vormen op zichzelf een affiene ruimte van dimensie 2 @&eermits een viak een deelruimte
is van X. We zagen eerder (zie oefening 3.6.3 ) dat een affien vilak &@&n4)-gon is. Het
diagram varX is gegeven in figuur 3.10.

334
O

Figuur 3.10: Diagram van een affiene ruimte van dimensie 3

Indien K eindig is, kunnen we ook de ordes bepalen. Kls= Fq, heeft elke rechte
punten (??). Het aantal rechten door een punt in een affirovier Fq is g+ 1 en het aantal
vlakken die een gegeven rechte omvatten is@eklL. De orden die in het eindige geval op het
diagram komen zijn dus (van links naar rechgs) 1, g enqg.

Tenslotte merken we op dat eigenschap 3.2.1 ook blijft gelder de diagrammen die we
in deze paragraaf definieerden (met hetzelfde bewijs). lgram van een residte is dus af
te lezen op het diagram vdndoor de knopen vah(F) weg te vegen, samen met alle bogen
met minstens één knoop i(F).

3.5 Projectieve en affiene ruimten

In deze laatste paragraaf komen we terug haardienensionale affiene en projectieve ruimten.
Deze geven op natuurlijke wijze aanleiding tot incidentetkunden met als typeverzameling
{0,1,...,n—1} waarbij de elementen van typguist dei-dimensionale deelruimten zijn. We

bepalen de diagrammen van deze meetkunden en tonen datigigzeminen ook een karakte-

risatie zijn van deze belangrijke meetkunden.

Stelling 1. Het diagram van een projectieve ruinf&(K) is steeds

O ) O e O——O

Bewijs. We geven een bewijs per inductie op de rangVoor n = 2 weten we reeds sinds
bladzijde 102 dat een projectief vlak een veralgemeendeeB-lis. Vermits een hyperviak
P(U) van P'(K) isomorf is met P~1(K), weten we dat het diagram van het residu vaid P
de gevraagde vorm heeft. We tonen nu dat het typel in het diagram van PK) enkel
met het typen— 2 verbonden is. Neem een type: n— 2 en beschouw een vidg van type

{0,1,...,1,...n—2}. Noteer het element van type- 2 in F met RS). Het residu varr bestaat
uit alle i-dimensionale deelruimten var(K) die deel zijn van FS) en alle hypervlakken die
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P(S) omvatten. Het is duidelijk dat elkedimensionale deelruimte in dit residu incident is
met elk hypervlak van het residu. Een residu van type- 2,n— 1} daarentegen bestaat uit
alle (n— 2)-dimensionale deelruimten en alle hypervlakken die eeteyas- 3)-dimensionale
deelruimte PT) omvatten. Met de dimensiestelling (stelling 2.2.1) kunmengemakkelijk
nagaan dat dit residu een (axiomatisch) projectief viak is. O

IndienK een eindig lichaam is metelementen, zijn alle orden gelijk agn

Stelling 2. Het diagram van een affiene ruimte X o¥€is steeds
3 34

Bewijs. Oefening! Zoek inspiratie in de bespreking van de driedsimrale affiene ruimte in
vorige paragraaf en gebruik stelling 1. O

Indien K een eindig lichaam is mej elementen, bedraagt de orde van het meest links
staande typg — 1 en zijn alle andere orden gelijk agn

De rest van deze paragraaf zullen we besteden aan het bawijset omgekeerde van
stelling 1.

Hiervoor zullen we de projectieve ruimten eerst axiomagise

Definitie 1. Eenaxiomatische projectieve ruimte bestaat uit een niet-lege verzameligg van
punten en een niet-lege verzamelig van deelverzamelingen va# die merrechten noemt.
Bovendien zijn volgende axioma’s voldaan.

(PR1) Twee punten bepalen steeds een rechte;

(PR2) Twee verschillende rechten hebl@ogstensén

gemeenschappelijk punt;

T
(PR3) ZijR, S, T, U verschillende rechten zodanig dat R

en S snijden, T en U allebei zowel R als S snijden
(zie figuur), dan snijden T en U 00k;

)
(PR4) Elke rechte bevat minstens drie punten;

(PR5) Er zijn minstens drie niet-collineaire punten.

Ga na dat elk axiomatisch projectief viak ook een axiomhégarojectieve ruimte is. Ook
elke projectieve ruimte in de zin van definitie 2.2.1 is eeratische projectieve ruimte.
Eigenlijk zijn er niet veel andere axiomatische projeaienimten.

Stelling 3 (Veblen—Young).Een axiomatische projectieve ruimte is ofwel een axiorclaiso-
jectief vlak ofwel een projectieve ruimte in de zin van diédiréi.2.1 waarbij men toelaat d&
een niet-commutatief lichaam is of dat de dimensie van Vnditgis. O

Het bewijs van deze stelling geven we niet maar de lezer kangemakkelijk inbeelden
dat de gebruikte techniek dezelfde zal zijn als in het bevéjsstelling 1.4.8.
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Voor de rest van deze paragraaf veronderstellen wE datX, «,1,t) een residu-
eel samenhangende dikke meetkunde is met diagram

O ) O e O——O

De orden hoeven niet eindig te zijn en we noteren de rand vaetn. De types
worden van links naar rechts genummerd met 0, 1,n— 1.

Met definitie 1 in ons achterhoofd gaan we op zoek naar ‘pustefrechten’ inl". Vermits
in het diagram van een projectieve ruimte het uiterst lirtgpe de punten zijn, is het natuurlijk
de elementen van type 0 ‘punten’ te noemen en de elementetypai ‘rechten’. De rechten
in definitie 1 zijn verzamelingen van punten. Daarom volgedédfinitie.

Definitie 2. Zij x een element vah. De 0-schaduw (of punt-schaduw of kortwegschaduw)
van X is de verzameling elementen van ke incident zijn met x. We noteren deze schaduw

SHh(x).

LET OP: verwar de schaduw niet met het residu. De schaduwsde{0}-truncatie van
het residu ;.

We zullen dus#? =t71(0) en.Z = {SKR) | R€ t"1(1)} stellen en bewijzen dat deze
verzamelingen een axiomatische projectieve ruimte deinié

Lemma 1. Zij x en y twee incidente elementen Jamet tx) < t(y). Dan geldtSh(x) C Sh(y).

Bewijs. Indienx een punt is, is de eigenschap duidelijk. &Algeen punt is, zal het residu van

in I een diagram hebben waarin 0#y) behoren tot verschillende samenhangscomponenten.
De directe som stelling (stelling 3.2.1) zegt nu dat allengaten van Stx) incident zijn met

y. O

Lemma 2. De verzamelinget” en.Z voldoen aan (PR1) en (PR2).

Bewijs. Weer eens gaat het bewijs per inductie op de rangvan rang 2 hebben we wegens
stelling 3.3.1 een axiomatisch projectief vlak of een gesv@8rhoek zodat (PR1) en (PR2)
voldaan zijn.

Volgens lemma 3.2.2 bestaat er tussen twee punteri \steeds een weg (in de inciden-
tiegraf) die enkel punten en rechten bevat. We tonen nu di zveg van lengte- 2 steeds
kan ingekort worden. Beschouw een wegL x g+ M xr waarbij p, g enr punten zijn erL
enM rechten. De rechteh enM behoren tot het residli;q dat een diagram heeft analoog
aan dat vari’, maar in rangh— 1. De inductiehypothese zegt dat de ‘punten’ en ‘rechten’ va
deze meetkunde voldoen aan (PR1). Dit wil zeggen dat er eemealtl1 van type 2 vart™ (dit
is een ‘rechte’ in de residuele meetkunde) bestaat datentid metL enM. Nu kunnen we
het singletor{M} aanvullen tot een vlag van typge,3,...,n—1}. Het diagram (samen met
stelling 3.3.1) leert ons dat dit residu isomorf is met eewaye 3-hoek of een axiomatisch
projectief vlak. Dit residu bevat niet alleen de rechtean M, maar ook de puntep, g enr
wegens lemma 1. Doordat dit residu voldoet aan (PR1), vindeeen rechte die incident is
metpenr.

Veronderstel nu dat twee rechteenM allebei incident zijn met twee verschillende punten
p eng. Zoals hoger kijken we in het residu v@om een elemeriil van type 2 te vinden zodat
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alle gegeven elementen voorkomen in het residu van een aladgype{2,3,...,n— 1} diel
bevat. Dit residu voldoet aan (PR2) zodat lve- M besluiten. O

De incidentiestructuren die voldoen aan (PR1) en (PR2)izigle meetkunde zeer belang-
rijk omdat ze een gemeenschappelijke veralgemening zijraffiene en projectieve ruimten.
Daarom krijgen ze dan ook een bijzondere naam en gaat menxaenadisch begrip ‘deel-
ruimte’ (vgl. met stelling 1.1.5) invoeren.

Definitie 3. Zij (£7,.Z) een koppel waarir? een verzameling is e een verzameling deel-
verzamelingen var¥’. Indien (PR1) en (PR2) voldaan zijn, hée?,.¥) eenlineaire ruimte.
Een deelverzameling D vaw heet eedineaire deelruimte indien voor elke keuze-a b in D,
de rechte bepaald door a en b volledig door D is omvat.

Lemma 3. De schaduw van een element arvormt steeds een lineaire deelruimte van de
lineaire ruimte(22,.Z).

Bewijs. Als het element van type 0 of 1 s, is dit triviaal. ¥igen element vah mett(y) > 1 en
neemp, g € Shy). Door de directe som stelling zijn de elementen van tyféy) in het residu
vany dezelfde als die in het residu van een viagan type{t(y),t(y)+1,...,n—1}. Samen

met lemma 2 leert het diagram v&rons dat de elementen van type 0 en de schaduwen van de
elementen van type 1 binnér: een lineaire ruimte vormen. Bijgevolg bestaat er een reRhte
incident metp, g eny. We passen nu lemma 1 toe om te besluiten daRSt1 Sh(y). O

Lemma 4. Twee elementen vdnzijn incident als en slechts als de schaduw van het ene een
deel is van de schaduw van het andere.

Bewijs. Eén implicatie volgt uit lemma 1. Veronderstel nu da{§hC Sh(y) mett(x) ent(y)
allebei groter dan 1. Neem mue Sh(x) en kijk naar het residli;,,. Dit is weer een meetkunde
met een diagram gelijkaardig aan dat vamaar in rangh— 1. Deze meetkunde bevaeny.
We tonen dabinnen dit residuSh(x) C SKy) (OPGELET: de schaduwen in dit residu bestaan
uit rechten vari’). Beschouw een elemeRtvan St{x) binnen dit residu. Vermit&:xx, geldt
wegens lemma 1 dat §R) € Sh(x) in I en bijgevolg ook SfR) C SHy). We nemen nu weer
een vlagr van type{t(y),t(y)+1,...,n— 1} diey bevat en bekijken het residu in Dit residu
bevat alle elementen van @) en heeft een diagram zoals dat VarAls we een elemerg van
ShR)\ {p} kiezen, weten we door toepassing van lemma 2 dat Eriaen rechtdR bestaat
metp,q € Sh(R). Vermits deze rechte ifi uniek is, hebben w& = R zodatR behoort tot ¢
en dus incident is meat.

Nu hebben we binneh;,, dat Stf{x) C Sh(y) zodat we bij inductie kunnen besluiten dat
eny incident zijn.

Kijk zelf na wat er gebeurt indiet(x) of t(y) kleiner is dan 2 en wat de basis van de inductie
is. O

Uit de dimensiestelling voor projectieve deelruimten [(istg 2.2.1) weten we dat de pro-
jectieve omhullende van eésimensionale deelruimte en een punt daarbuiten steedsteken
dimensionale deelruimte is. Dit geldt ook in het axiomdtesgeval.

Lemma 5. Zij x een element vah met {x) < n—1 en p een punt dat niet incident is met x.
Er bestaat een uniek element y incident met x en p zodanigyattt (x) + 1.
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Bewijs. Indien x een punt is, volgt de bewering uit lemma 2. In het andere ddeakn we
g € Sh(x) en gebruiken we inductie op de rang Vian Dit levert een uniek elemerntop in
(g dat incident is mek en de (unieke) recht® incident metp eng. Wegens lemma 1 is
ShR) C SHhy) zodatpxy. O

Nu zijn we voldoende gewapend om volgende stelling te bewijz

Stelling 4. De meetkundé¢.Z,.¥) is een axiomatische projectieve ruimte [edfkomt overeen
met de meetkunde van de lineaire deelruimten(v&.¢’) voor de inclusierelatie.

Bewijs. Wegens lemma 2en het feit daeen dikke meetkunde is, blijft enkel (PR3) te bewijzen
voor (Z2,.%). Beschouw vier rechteR, S T enU zoals in definitie 1 mep het snijpunt van
RenS Wolgens lemma 5 bestaat er een uniek eleniénan type 2 inl" dat incident is met
penT. Lemma 3 verzekert ons dat §h) een lineaire deelruimte is vaiy?,.¥) zodat de
schaduwen van de vier beschouwde rechten omvat zijn doer sidmduw. Toepassing van
lemma 4 laat ons toe te besluiten dat deze vier rechten saraehum snijpunten behoren tot
een residu van typ€0,1} in ', namelijk het residu van een vlag van tyfi23,...,n— 1} die
M bevat. Het diagram leert ons via stelling 3.3.1 dat dit nesidn axiomatisch projectief vlak
moet zijn (waarom geen gewone 3-hoek??). Er volgt dat deéeedhenU moeten snijden.
Wegens lemma’s 3 en 4 kunnen de elementenivgeidentificeerd worden met lineaire
deelruimten van %2, %) en wordt de incidentierelatie gegeven door inclusie vare ceel-
ruimten. Er blijft nog aan te tonen datle lineaire deelruimten vag??,.¢) de schaduw zijn
van een element van Weer eens gebruiken we inductie. In rang 2 volgt dit triviaade defi-
nitie van lineaire deelruimte en va#f. Zij D een lineaire deelruimte v, .#’) met minstens
twee elementen (anders weeral triviaal). Kjes D en stel

Dp={Lct (1) | pxLen SKL) Cc D}

Dan isDy, een lineaire deelruimte van het resifly,,. Immers, verondersteR, S e D, Dan
bestaat er wegens lemma 2 een elenhkran type 2 in dit residu md®* M enS* M. Neem nu
een andere rechfe in de schaduw vafl in Mpy- Dan zittenR, SenT allen in het residu van
eenvlag van typ€2,3,...,n— 1} diel bevat. Dit residu is wegens het diagram en stelling 3.3.1
een axiomatisch projectief vlak. Neem nu punten R ens € Sdie verschillend zijn varp.
Dan gaat de unieke rechtkincident metr ensde rechtel snijden in een punq verschillend
van p. VermitsD een lineaire deelruimte is, moet @h C D en bijgevolg ookg € D. Vermits
p* T, hebben we dal de unieke rechte is die incident is meten g, zodat SKT) C D en
bijgevolg 0okT € Dy,

Nu gebruiken we de inductiehypothese ann I'¢,, te vinden zodanig dat $k) = Dy,
Er blijft enkel nog te bewijzen dat de schaduw vam ' de deelruimteD moet zijn. Neem
ge D\ {p}. Dan geldt zeker dat de unieke rechkéncident metp enq tot D, behoort vermits
haar schaduw ilD omvat is. We hebben dus € Sh(x) in het residu” ,, zodatU *x. Hieruit
volgt door toepassing van lemma 1 dat(Sh C Sh(x) zodatq € Sh(x). Omgekeerd nemen
we g € Shx) \ {p} (dat p € Sh(x) is duidelijk). Weeral bestaat er in een unieke rechte
die incident is metp enq. Doordat Skix) een lineaire deelruimte is (zie lemma 3) moet de
volledige schaduw SbJ) binnen Skix) liggen. Door toepassing van lemma 4 volgt hieruit
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U xx. Bovendien idJ een element vaf,, zodatU in dit residu behoort tot Sk). Maar uit
Sh(x) = Dy volgt nuU € D, zodat SKU ) C D. Dit impliceertq € D. O

Opmerking 1. Nu we weten dat de meetkundleinderdaad een projectieve ruimté(K) of
een axiomatisch projectief vlak moet zijn, weten we ook datodrde gedefinieerd is voor elk
type. Indienk = g toont men gemakkelijk (??) dat alle orden gelijk zijn @amn oefening 26
tonen we, enkel door het diagram te gebruiken, dat het bestaaéén orde reeds voldoende is
om te tonen dat alle orden bestaan en gelijk zijn.

Opmerking 2. Dankzij stelling 4 kunnen we nu ook een alternatieve deéiniin projectie-
ve ruimte bedenken: het is een incidentiemeetkunde wadretdiagram is zoals dat vdn
Dit diagram is dan een zeer compacte samenvatting van déeirt@-eigenschappen van een
projectieve ruimte.

We kunnen ons ook afvragen of affiene ruimten ook door hunraimgyekarakteriseerd
kunnen worden. Het is de aandachtige lezer zeker opge\ddliewe geen “affiene versie” van
stelling 3.3.1 bewezen. Hetis inderdaad zo dat(@8,4)-gon niet steeds een affien viak is. In
oefening 19 vind je een rang twee meetkunde die(8eB14)-gon is maar geen (axiomatisch)
affien vlak (??). Bijgevolg is een meetkunde met diagramszivestelling 2 niet noodzakelijk
een affiene ruimte. Toch bestaat er een “affiene versie” \gllingt 4 indien men eist dat elk
residu van type(0,1} een axiomatisch affien viak is. We duiden dit aan door in hag@im
een symboolf te gebruiken boven de meest linkse boog.

Stelling 5. Zij ' = (X,*,1,t) een residueel samenhangende dikke meetkunde van rang n met
diagram

Af
O O O e O— 0O

Dan kunnen de elementen vBrgeidentificeerd worden met de deelruimten van een axiomati-
sche affiene ruimte van dimensie n zodanig dat incidentieeemstemt met inclusie van deel-
ruimten. O

Het bewijs geven we liever niet maar verloopt analoog mevaaistelling 4. Het komt erop
neer dat de schaduwen van rechten aanleiding geven tot eenadische affiene ruimte (die we
hier niet definiéren). Dan is er ook een soort Veblen—Youastiirsg die toont dat axiomatische
affiene ruimten “gewone” affiene ruimten zijn in de betekesin definitie 1.1.1.

Dankzij dit diagram is het nu weer mogelijk een axiomatisdeénitie van affiene ruimte
te geven: een affiene ruimte van dimensie een dikke residueel samenhangende meetkunde
van rangn waarin de residu’s van typg0,1} axiomatische affiene viakken zijn, alle residu’s
van type{i,i+ 1} meti € {2,3,...,n— 1} axiomatische projectieve vlakken zijn en de overige
residu’s veralgemeende digons zijn. Uit het diagram lererbijvoorbeeld ook (via de directe
som stelling) dat de elementen van typke structuur hebben van affiene ruimten van dimensie
i. Dit zijn dusi-dimensionale deelruimten. Ook zien we dat het residu varpaat eer(n—1)-
dimensionale projectieve ruimte is.
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3.6 Oefeningen bij hoofdstuk 3

1. In [PA] geeft men volgende definitie van incidentiemeatier

(a) Een meetkunde van rang 1 is een verzameling met minstexeseiementen;

(b) Een meetkunde van ramg> 2 is een samenhangende gféf~) uitgerust met een
partitie (V)" , van de knopenverzameling zodanig dat voor elke knoopde graf
geinduceerd op de omgeving = {u €V | u ~ v}, samen met de geinduceerde
partitie, een meetkunde is van ramg- 1.

Toon aan dat deze definitie sterker is dan definitie 3.1.3. Betkanden van [PA] komen
overeen met onze residueel samenhangende meetkunden.

2. Indien de incidentiegraf van een meetkumdgeen gesloten pad omvat, zeggen we dat
de gonaliteit varl” oneindigis. Geef een voorbeeld van een meetkunde van rang twee
met oneindige gonaliteit. Ook de diameters kunnen oneiniftig Geef een voorbeeld.

3. Beschouw een affien vigld, %) en definieer déncidentiegraf " als volgt:
e De verzameling toppen BU %,

e Twee topperx eny vormen een boog indienc yof y € xof x=y.

(a) Hoe lang zijn de kortste gesloten padef th

(b) Wat is de maximale afstand die jelirkan afleggen als je vertrekt uit een punt? uit
een rechte?

4. Beschouw de Desargues configuratie (zie stelling 2.4 8emn meetkunde van rang twee
met 10 punten en 10 rechten. Bepaal de gonaliteit, punt-airte-aliameters.

5. Een dunne residueel samenhangende meetkunde van ranis tsteeds een gewone
gon voor eemrm € NU {e}. Bewijs dit.

6. Bepaal gonaliteit, diameters en orden varPdéersen grafvan figuur 3.11, beschouwd
als meetkunde van rang 2.

Figuur 3.11: De Petersen graf
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7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

In [VM] geeft men volgende definitie van veralgemeene®oek: het is een incidentie-
structuurl” van rang 2 zodanig dat

(@) I geen gewon&-hoek omvat voor X k < n;

(b) elke twee elementen vdnzijn bevat in een gewona-hoek van.
Bewijs dat deze definitie equivalent is met definitie 3.3.2.
Bewijs dat een meetkundie= (X, ,1,t) een veralgemeendegon is als en slechts als

(@) Vxye X:d(xy) <n;
(b) ¥x,y € X :d(x,y) = h < n= 3! weg van lengteh vanx naary;
(c) VxeX:3ye X:d(xy) =n.

Hier steltd(x,y) de afstand tusseneny voor in de incidentiegraf vah.

In een eindige rang 2 meetkunde noteren we het aantalrpanteechten respectievelijk
metNp enN;. Bewijs datN| (sp+ 1) = Np(s +1).

Wat wordt stelling 3.3.1 indien men in de definitie vanalgemeende 3-hoek niet ver-
onderstelt dat alle rechten evenveel punten hebben. Bdeds stelling.

In het bewijs van stelling 3.3.1 veronderstelden we tlatrachten evenveel punten
hadden en er door elk punt evenveel rechten lopen. We kunibexidma vermijden
door te veronderstellen dat de meetkunden dik zijn. Bevdjgende alternatieve versie
van stelling 3.3.1.

Elke dikke veralgemeen@ehoek is een axiomatisch projectief vlak.

[HINT: Inspireer je van oefening 2.9.3 om aan te tonen dat mdthten evenveel punten
hebben en door elk punt evenveel rechten gaan. Werk dannardis in het bewijs van
stelling 3.3.1.]

In boeken zoals [P-T] hanteert men volgende definitiewaalgemeende 4-hoek. Een
veralgemeended-hoek is een meetkunde van rang 2 waarin er geen punt collineair is
met alle andere zodanig dat

() Voor elke twee punten is er hoogstens één rechte incidenbeide;

(b) Telkens we een pumt en een rechté nemen die niet incident zijn, bestaat er een
uniek puntg vanL dat collineair is mep.

Toon aan dat deze definitie equivalent is met onze definitedinitie 3.3.2 voog = 4).

Indienqg een even priemmacht is, kan men bewijzen dat erz(m?@ een zogenaamde
hyperovaal bestaat. Dit is een verzameling vga- 2 punten waarmee elke rechte nul of
twee punten gemeenschappelijk heeft. Beschouw nu eenvtgbet in een driedimensi-
onale ruimte F:”(IE‘q) metq even. In dit hypervlak bestaat er een hyperovaaBeschouw
nu een rang 2 meetkunde met als punten de punten %(é?a,)PbuitenH en als rechten
de rechten van:mE‘q) die & snijden in juist één punt. De incidentierelatie is de ‘befat
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behoort tot'-relatie. Toon aan dat deze meetkunde eengaredende vierhoek van orde
(g—1,9+1)is.

14. Beschouw de 6-dimensionale vectorruirtife)® over het lichaam met twee elementen.
Hierop nemen we de standaard bilineaire vormg = Zi6:1XiYi-

(@)

(b)
()
(d)

(e)

StelV = {x € (F)® | 38, % = 0}, de verzameling van alle vectoren met een even
aantal componenten gelijk aan 1. Toon aan\aen deelruimte is van dimensie 5
in (IF2)®. Bijgevolg isV een vectorruimte uitgerust met een bilineaire vorm

Bewijs datvx € V : x-x = 0. Daarom noemt mereenalternerendebilineaire vorm.
Toon aan dat het radicaat- bestaat uit de nulvector en de veatios (1,1,1,1,1,1).

Op de quotiéntvectorruimte /V-+ kunnen we ook een bilineaire vorm plaatsen.
Stel gewoon(x + V1) - (y+V1) = x-y. Toon aan dat deze bilineaire vorm goed
gedefinieerd en alternerend is. Het is een oefening varedastlidatuur te bewij-
zen dat het quotiént /V -+ niet-ontaardis. Dit wil zeggen dat de enige vector die in
dit quotiént loodrecht staat op alle vectoren de nulveco¥\ie notereV /V - kort
metV en stellen de nevenklasse- V. voor alsx. Merk op dat we voor elke niet-
nulle nevenklasse een representant kunnen vinden waargatwee componenten
1 zijn.

We kunnen nu kijken naar de projectieve ruim(QPwaar we zeggen dat twee
puntenp = vect{x} enq = vect{y} loodrechtstaan op elkaar indiex-y = 0. We
noteren ditp L g. Bewijs dat dit begrip goed gedefinieerd is en de?Pdimensie
drie heetft.

(f) Voor een punipvan RV) stellen wep- = {qc P(V) | q.L p} envoor elkdJ C P(V)

@

(h)

nemen weJ - = ﬂ u'. We noemen een rechRevan RV) totaal isotroop indien
ueyU

RC R*. Bewijs datp L g <= (p,q) is totaal isotroop.

Als we de 15 punten en de 15 totaal isotrope rechten ydi ®emen samen met de

natuurlijke incidentie, bekomen we een rang 2 meetkundeelieveralgemeende

vierhoek is van orde (2,2). Bewijs dit. Deze meetkunde namer desymplecti-

sche vierhoek van orde 2 De afbeelding) — U+ noemt men deymplectische

polariteit van F{\7) enV uitgerust met de alternerende bilineaire vordraagt de

naamsymplectische ruimte van dimensie 4 oveFs.

We hebben hier dezelfde veralgemeende vierhoek alsedighbeven in figuur 3.5.
Dit kunnen we gemakkelijk inzien als volgt. Voor elke vectddiest men een repre-
sentani met juist twee componenten gelijk aan 1. Hiermee laat meredivérza-
meling S, = {i € {1,2,...,6} | i = 1} overeenkomen. We zien dus dat de punten
van onze vierhoek overeenkomen met de paren van een veimgmeit 6 elemen-
ten. De totaal isotrope rechten komen overeen met de velirg@e {X,y,X+y}
waarbijx -y = 0. Als we weer goede representanten kiezen, zien we dat ee dri
corresponderende paren een partitie vormen{\iag, ..., 6}.

15. Geef een voorbeeld van een meetkunde die noch dik nocis.dun
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16. Beschouw een gewone 6-hoek We definiéren een rifl’j)icy van meetkunden door
volgende constructie. Bekijk elk paar puntgm, p2} vanTl;. Indien p; en p, op afstand
6 van elkaar liggen in de incidentiegraf van voegen wenieuwerechtenR; enR, en
eennieuwpunt p toe aarT;. Zij zijn met geen enkel element van incident behalve dat
p1 * Ry * p* Ry *x p2 moet gelden. Op die manier wordt de afstand tugsesn p, vier. We
doen hetzelfde met alle paren van rechten met onderlinggnaf6. De meetkundg met
alle toegevoegde elementen en bijkomende incidenties eoevel i, 1. In ;1 zijn er
nu weer elementen op afstand 6 van elkaar zodat we geeneeradgde 5-hoek kunnen
hebben. We moeten dus de constructie blijven herhalen enatstanden te verkleinen.

Bewijs dat de ‘limietmeetkunde’ die ontstaat als je dezestroctie oneindig lang her-
haalt, een dikke veralgemeende 5-hoek is. Deze constiaeti¢oe om voor elka > 1
dikke veralgemeende-hoek te maken en noemt merije constructie.

17. Bewijs dat een meetkunde dun is als en slechts als-aftden 1 zijn.

18. Beschouw de Pappus configuratie (zie stelling 2.4.1¢efsmeetkunde van rang twee
met negen punten en negen rechten. Bepaal het diagram.

19. Bepaal het diagram van de rang 2 meetkunde met 5 punteminvete rechten alle pa-
ren van punten zijn. Dit is de meetkunde van de complete grab punten, analoog
gedefinieerd als de meetkunde van oefening 6.

20. Bepaal het diagram van alle rang 2 truncaties van de kubus
21. Is de kubus een veralgemeende vierhoek?

22. Bepaal het diagram van de dodecaéder, icosaéder, ectaédetraéder. Leg uit hoe
dualiteit zich uit in deze diagrammen.

23. Eencorrelatie van een meetkunde = (X, *,1,t) is een permutatie vaX die incidente
elementen afbeeldt op incidente elementen en gelijkheidyaes bewaart. Bewijs dat
elke correlatie het diagram vdéirbewaart. Een correlatie van orde twee heetceiiteit.

24. Bepaal het diagram van de betegeling Edmet gelijkzijdige driehoeken (zie figuur 3.12)
waarmee men als volgt een meetkunde van rang 3 definieertleBeiten van type 0

VAVAVAVAVAVAVA
VAVAVAVAVAVATAVA

Figuur 3.12: Betegeling vaB? met gelijkzijdige driehoeken

zZijn de hoekpunten van de driehoeken, de elementen van tyije #le zijden van de
driehoeken en de elementen van type 2 zijn de driehoekeidelmige is de natuurlijke
‘omvat of behoort tot'-relatie.
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25.

26.

27.

28.

Geef een alternatief bewijs van stelling 3.5.1 door ralgen alle rang 2 residu’s van
P'(K) te beschrijven.

ZijI = (X,*,l,t) een residueel samenhangende meetkunde met diagram

O ) O e O——F-O0

Bewijs dat indien een orde vdn eindig is, alle orden eindig en gelijk zijn. Gebruik
stelling 3.5.4 niet! [HINT: Ziji het type met eindige ordeen j ~ i een gebuur van
in het diagram. Gebruik stelling 3.3.1 en oefening 2.9.3eamet lemma 3.4.1 om te
bewijzen dat de orde vanooksis.]

Onderstel dat men uit een aantal merken van stofzuigélepalen welk merk het best
beantwoordt aan de eisen van de hedendaagse huisvrouw. avidridtvoor een beroep
doen op vrijwillige huisvrouwen die elk een aantal merkenpopef krijgen en ze dan
classeren volgens hun bevindingen. Opdat zulk een expetigoeed zou werken, is het
wenselijk dat

e elke huisvrouw evenveel merken onderzoekt;

e elk merk door evenveel huisvrouwen beoordeeld wordt;

e elk paar merken hetzelfde aantal keer wordt vergelekeangjdhet experiment.
Ontwerp zulk een experiment voor 13 merken en 13 huisvrowmaarbij elke huisvrouw
4 merken van stofzuigers test, elk merk door 4 huisvrouwerdingtgeprobeerd en elk

paar merken door juist één huisvrouw vergeleken wordt. I€armmpr andere getallen dan
4 en 13 zulk experiment ontwerpen? Zo ja, voor welke getallen

Voor natuurlijke getallert < k < v enA noemt men een experiment waarbinerken
worden getest en waarbij elke vrouwmerken beoordeelt, zodanig dat elke verzameling
vant merken door juisfA vrouwen wordt vergeleken, eé(v,k, A )-design VoorA =1
spreekt men van eesteiner systeen§t,k,v).

Eendifference setin Zn, is een deelverzamelin§= {a;,a,...,an+1} vanZn, zodanig
dat voor elkek € Zn \ {0} er eeruniekkoppel(a;, a;) in Sbestaat met=a —a; modm.

(a) Zoek een difference set#y3 en inZ;.

(b) Gegeven een difference set, kan je daar dan altijd egagbief viak mee construe-
ren? Hoe? Hoeveel punten zal dit viak hebben op elke rechte?

(c) Kan je bewijzen dat voor een difference set steeds geldn? +n+1?

(d) Controleer daf0,1,4,14,16} een difference set is. In welke ring?



