HOOFDSTUK 2

Projectieve meetkunde

2.1 Inleiding: van affien vlak naar projectief viak

De affiene meetkunde vertoont zekere nadelen, onder meer:

1. Veel stellingen worden gecompliceerd door het feit dah rerschillende gevallen moet
onderscheiden over de snijding van affiene deelruimtenbpreorbeeld de dimensie-
stelling (stelling 1.1.6))

2. Om vlakke tekeningen van ruimtelijke situaties te makeoK ons 00gq) is perspectief
noodzakelijk. Voor een wiskundige beschrijving hiervaniésaffiene meetkunde ontoe-
reikend.

Beide problemen (en nog andere die we hier niet vermeldergemmpgelost door het invoeren
van de projectieve meetkunde:

Wat (1) betreft: zie verder stelling 2.2.1

Wat (2) betreft: in 3D-“computer graphics” gebruikt men jectieve meetkunde als de wiskun-
dige onderbouw.

Bovendien is de projectieve classificatie van kegelsnedssp. kwadrieken eenvoudiger dan
de affiene, gezien in de cursus MLA van eerste kandidatuar{K2]). Voor meer toepassingen

van de projectieve meetkunde, zie [B-R].

Laat ons, als inleiding, de constructie van het reéle ptigjee viak P(R) beschrijven, ver-
trekkende van het reéle affiene vIRK (dit is de reéle vectorruimt&? beschouwd als affiene
ruimte over zichzelf).

We willen ervoor zorgen dat elk paar van rechten ®énelkaar, projectief gezien, zal snij-
den. Daartoe voeren we voor elke recRtganR? een ‘punt op «” of “oneigenlijk punt” in,
dat weowo(R) noteren. Dit doen we natuurlijk zodanig dRf/ S< «(R) = (S).

e R={(x,y) € R?|y=ax+ b} (horizontale of schuine rechte).
R wordt aangevuld meb(R), dat we(a) noteren en dus alleen afhangt van de richting
vanR (bepaald door de richtingscoéfficiéat

a7
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e T ={(x,y) € R?| x=c} (verticale rechte)
T wordt aangevuld meb(T), dat we(«) noteren. Alle verticale rechten hebben dus
hetzelfde punt oo, namelijk ().

De verzameling van deze punten emoteren weo(R?). Dus

o(R?) = {(a) |a€ R} U{(x)}

Stel nu

R2 = R?Uoo(R?)

Projectief gezien, zouden alle punten \&A dezelfde rol moeten spelen. Daartoe zoeken we
een nieuwe beschrijving var?.
IdentificeerR? met het viakv/ = {(x,y,1) | x, y € R} vanR?3 d.m.v. de bijectie

R? =V : (xy) — (xY,1)

Zij \p het vlak dooro = (0,0,0) € R3enVp /V, dusVp = {(x,y,0) | X, y € R}
Een puntx,y) vanR? (of (x,y,1) vanV) bepaalt precies één (ligt op precies één) 1-dimensionale
deelruimte varR3, nl. (o, (x,y,1)) = vect{(x,y,1)} (zie figuur 2.1).
€3 = (Oa Oa 1)
vect(x,y, 1)} Y

; e=(0,1,0)
J vect{(1,a,0)} =Up

V0 el — (17070)

Figuur 2.1: van affien vlak naar projectief viak

Merk op datvect{(x,y,1)} ¢ Vo.
Omgekeerd: elke 1-dimensionale deelruimte yéat 8,y)} vanR3, die niet gelegen is iNp,
d.w.z. mety £ 0, snijdtV in precies 1 punt, nl(%, Ey, 1), datin onze identificatie correspondeert
met het pun(, Ey) vanR?.
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Een punt(a) vane(R?) is het “punt opeo” van alle rechten vaiR? met richtingsvector 1, a).
Dit zijn, na onze identificatie vaR? metV precies de rechten vahdie evenwijdig zijn (inR%)
met de 1-dimensionale deelruimte vi§dt a,0)} C o\ vect{e,}.

Omgekeerd: elke 1-dimensionale deelruimte Vanverschillend van ve¢e,}, d.w.z. elke
1-dimensionale deelruimte vak® van de vormUg = vect{(a,3,0)} meta # 0 is de rich-
ting van alle rechten va¥ van de vormv +Up metv € V. Isv = (v1,V,,1), dan correspon-
deert zulke rechteg +Ug = (v1,V2,1) +vec{(a,3,0)} C V in onze identificatie met de rechte
R= (v1,V2) +vect(a,B)} vanR2. Voor al deze rechteR vanR? geldt: »(R) = (g)
Tenslotte correspondedrb) op analoge manier met een 1-dimensionale deelruimtd (@4t 0) } =
vec{e,} (verifieer).

Besluit: door te “projecteren” vanuitc R3 hebben we een bijectie

W: R2— {vect{v} |veR3\{o}}
(xy) — vect{(xy,1)}
(a) — vect{(1,a,0)}
(00) — vect{(0,1,0)}

Door deze bijectie toe te passen kunnen we dus alle puntdi@morstellen door 1-dimensionale
deelruimten varR?,
Men stelt B(R) = {vect{v} | v € R®\ {0} } en noemt dit heteéle projectieve vlak

Merk op daty¥—1: P?(R) . R?

(

vec(a,B.y)} — 1 (

met(a,B.y)€R3\{o}

,%) alsy#0
) alsy=0,a#0
(o0) alsy=a0=0

QU™ <IQ

Een stel (gewonehomogene codrdinatenvan een puntp van R? is een tripel(X,Y,Z) €
R3\ {0} zodanig datV(p) = vect{(X,Y,Z)}. (Merk op dat de homogene codrdinaten van een
punt dus slechts op een niet-nulle evenredigheidsfactbepaald zijn).

Wat doet deze bijectie met dechten van ]1,52, dit zijn de gewone rechten vak? aangevuld
met hun punten op, en een bijkomendeechte op oneindigvanR?, die per definitie de ver-
zamelingeo(R?) van alle “punten op oneindig” is (zie hoger).

Zij R={(x,ax+b) [ xe R}u{(a)}

= WR) = [J{Wxax+b)}u{¥((@)}

XeR

= | J {vect{(x,ax+b,1)}} U{vect(1,a,0)}}

xeR

= {vect{v} | v e ((0,0,0),(1,a0),(0,b,1)) \ {o}}
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Het vlak ((0,0,0),(1,a,0),(0,b,1)) heeft als cartesische vergelijking:

det =0&Y =aX+bzZ (verifieer)

N < X
O o bk
= o O

W(R) is dus de verzameling van alle 1-dimensionale deelruimtm het vlak vanR3® met
cartesische vergelijking = aX -+ bZ.
Analoog is voor de aangevulde rechte

T={(cy) lyeR}U{(=)},

W(T) de verzameling van alle 1-dimensionale deelruimten vanlaktvanR3 met cartesische
vergelijkingX = cZ

Tenslotte is¥(»(R?)) de verzameling van alle 1 dim deelruimten van het viak vaR® met
cartesische vergelijking = 0, d.w.z. het vlak/y uit figuur 2.1.

Een rechte vaik2 wordt dus bepaald door een viak daovanR3.

Een cartesische vergelijking van dit vlak is van de vaX+ bY +cZ = 0 met (a,b,c)
R3\ {(0,0,0)}. Deze vergelijking noemt men d@mogene vergelijkingvan de rechte.

Oefening. R2 heeft de volgende eigenschappen:

p, g€ R2, p+q= 3! rechteRvanR2 metp, q € R (P1)
R, Srechten varR2, R#£ S= 31 pc R2metpc Renge S (P2)
er bestaan ten minste 3 niet-collineaire punteiﬁn (P3)

elke rechte vaiR2 bevat ten minste 3 punten (P4)

Deze eigenschappen zijn zo fundamenteel dat men ze als astielsel neemt voor een
(axiomatisch) projectief vliak P, d.i. dus de verzameling punten en rechten (deelverzagesiin
van de verzameling punten) die de axioma'’s (P1), (P2), (#3}) vervullen (meP i.p.v. f&vz)
(vergelijk met definitie 1.4.1 van een axiomatisch affierkyla
Dit axiomastelsel (en analoge axiomastelsels voor hogenasionale projectieve ruimten) zijn
het (de) uitgangspunt(en) van de zogenaasyighetische projectieve meetkunde
We zullen echter verder analytisch te werk gaan, steunede tipeaire algebra en op hoofdstuk
1.

2.2 Projectieve ruimten

Definitie 1. ZijV eenK-vectorruimte medimV > 1.

De projectieve ruimteP = P(V) overV is de verzameling van de 1-dimensionale deelruimten
vanV, die men de punten v&\ ) noemt. Degprojectieve) dimensiganP(V) is (dimV) — 1.

Een projectieve ruimte met (projectieve) dimensie

0, is een singleton.

1, heet eemprojectieve rechte
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2, heet eemprojectief viak
IsU <V metdimU =m-+1, dan is

PU) ={vecf{u}|ueU\{o}}
= {vec{u} e P(V) | vec{u} C U}

en noemt mefP(U) een m-dimensionalprojectieve deelruimtevan P(V). We noteren dit
P(U) <p P(V). Een projectieve deelruimte va{iV ) met (projectieve) dimensi@imP(V)) —1
heet eer{projectief) hyperviakvanP(V).

Opmerkingen. 1. Menkan BV) ook beschouwen als de quotiéntverzamel(iig {o})/ ~,
waarbij~ de equivalentierelatie is dp\ {0} bepaald door:

Vew s JA e K\ {0} : w=Av (< vec{v} = vect{w})

Men noteert dan de quotiéntafbeelding:

p:V\ {0} —V\{o}/ ~: v (vectv})\ {o}
Duidelijk:
PV) < V\{o}/~
vec{v} — (vect{v})\{o}

2. Eenm-dimensionale projectieve deelruimte vafVl correspondeert dus met eém+
1)-dimensionale deelruimte vahen omgekeerd. Meer precies hebben we een bijectie:

AN Z={U|ULV} — Z={Q|Q<,PV)}
U — P(U)

die bovendien voldoet aan:
VU1, Uz € Z: U cUs /\(Ul) C /\(Uz)
en dimA(U) = (dimU) —1
(oefening: beschrijf\~1: 2 — £)

3. IsV = K™1, dan schrijft men RK) i.p.v. AK"?!) en spreekt men van dedimensionale
projectieve ruimte over K (i.p.v. overV) (vergelijk met de notatie #R) van para-
graaf 2.1).

De homogene codrdinaten, ingevoerd in 2.1, veralgemeentafse/olgt:

Definitie 2. Zij V een(n+ 1)-dimensionaleK-vectorruimte. Zij A= (a,...,a,+1) €en ba-
sis van V. Zijv €V \ {o} en p= vec{v} € P(V). Dan noemt men, indiew = Y !va;,

(V1,...,Vnt1) €enstel van homogene codrdinaten vamt.o.v. A.

(Wi,...,Wnt1) is 00k een stel van homogene codrdinaten pao.v. A
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X e K\{O} : (Wl>"'>Wn+l) :)\(Vlw"vVnJrl)

Een hypervlialH van RV ) wordt bepaald door eem— dim deelruimtédJ vanV. Er bestaat
eenf € V*\ {0} zodanig dat) = f~1(0). Zij f(a) = a; meti € {1,...,n+1}. Dan geldt:

n+1 n+1

v:i;viai eU@i;aivizo (*)

Bijgevolg: p=vect{v} e H =PU)
< elk stel homogene codrdinatéw, ..., vy, 1) van pt.o.v. A voldoet aan ).
i”jll a;X = 0 heet dehomogene vergelijkingt.o.v. A van het hyperviald = P(U).
Naar analogie met de eigenschappen van deelruimten vareewrruimte kunnen we ei-
genschappen formuleren van projectieve deelruimten vaipexgectieve ruimte.

Eigenschap 1.De doorsnede van een familie projectieve deelruimten vampesgectieve ruim-
te is opnieuw een projectieve deelruimte. Meer precies:

R=PU)<,PV) (icl)=(R= P(ﬂUi> <pP(V)

iel i€l
Bewijs. (oefening) O

Toepassing.(verifieer als oefening)

ZijP(U) <p P(V) met dmRU) = m, dimPV) =n (0 < m< n). Dan bestaan er—m hy-
pervlakkenH;, ... ,Hy,_m van RV) zodanig dat RJ) = Hi1 N ...NH,_m. Bijgevolg heeft, na de
keuze van een basfsvanV, de deelruimte RJ) een stel homogene vergelijkingen t.oAwan
de vorm:

011X+ ...+ 01ni1Xne1 =0
, (Qig,..., Oinp1) € K1\ {0}

(e{l....,n—m})

met

On—m1X1+ ...+ On_mnt1Xns1 =0

De unie van projectieve deelruimten is i.h.a. geen pr@eetdeelruimte (voorbeeld?), maar
naar analogie med+ T = vec{SUT) voor S T <V, kunnen we een “projectieve som” van
P1, P, <p P(V) invoeren door het projectieve analogon van “vect” in te goer

Definitie 3. Zij A C P(V). De projectieve omhullendean A inP(V) (of de door A voortge-
brachte projectieve deelruimte vdiiV)) is de kleinste projectieve deelruimte vafV) die A
omvat. We noteren depeoj(A). M.a.w.proj(A) = {P(U) | AC P(U) <p P(V)} (verklaar)

Eigenschap 2.A C P(V) = proj(A) = P(vect{v € V \ {0} | vect{v} € A})
(i.h.b. geldt:proj(@) = @)

Bewijs. Zij p: V\ {0} = P(V): v— vect{v}
ACPU) & pA) Cp{PU)) =U\ {o} & pX(A) CU
en ook RU) <, P(V) U <V
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= proj(A) = ({P(U |AC P(U) <pP(V)}
_ﬂ{P YA cU <V}

_P{ﬂ{U|p’1 )cU < V}}

= P{vect{p 1 (A)}}
= P(vec{v e V\ {o} | vec{v} € A})

Gevolg 1.S T <V = proj(P(SYUP(T)) = P(S+T)
Bewijs. (oefening) O

Toepassing. v,...,vh €V \ {0}
= proj({vect{vi},..., vect{vn}}) = P(vect{vy,...,Vn})

Dan kunnen we nu de dimensiestelling voor projectieve daeten aantonen, die heel wat
eenvoudiger is dan de corresponderende stelling voor effiealruimten (zie stelling 1.1.6)

Stelling 1. ("Dimensiestelling voor projectieve deelruimten”)
Zij P, = P(S), B, = P(T) eindigdimensionale projectieve deelruimten van een ptigee ruim-
te P=P(V), dan geldt:

dimP, +dimP, = dim(Pl N Pg) + dim(proj(P1 U Pz))
Bewijs.

dimP,+dimP, =  (dimS) — 1+ (dimT)—1
dimS+dimT — 2
G dim(SAT) +dim(S+T) - 2
—  dimPSNT)+1+dimP(S+T)+1-2
9L dim(PN Py) + dimproj(PLUP,)

gevl

Gevolg 2. Zij P = P(V) een eindigdimensionale projectieve ruimte. Dan geldt:

1. B, P <pPendimP +dimP, > dimP = PiNP, # &

2. H hypervlak van P, g P\ H = elke projectieve rechte door p snijdt H in 1 punt.
Bewijs. pas stelling 1 toe O

Merk op dat gevolg 2 niet meer geldig is als men projectiefaegt door affien (verklaar!).
Volgende stelling kan gezien worden als een projectievsieeran stelling 1.1.7.
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Stelling 2. Zij P(V) een projectieve ruimte over V.
Zij pp = vect{vi},..., pn = vec{v,} punten varP(V). Dan zijn volgende voorwaarden equi-
valent:

1. Vje{l,....,n}:p;¢pro{ps,...,0j,.--,Pn}
2. dimprof{ps,...,pn}=n—1
3. dimvect{vy,...,vo} =n
4. v1,...,Vy zZijn lineair onafhankelijk in vV
Bewijs. (oefening) O

Definitie 4. Punten p, ..., p, die voldoen aan één der voorwaarden (en dan automatisch aan
de 4 voorwaarden) van stelling 2 hetprojectief onafhankelijkin P(V). In dat geval vormen
ze eer(projectief) simplexvanproj{ps,...,pPn}

Voorbeeld/Opmerking.  Zij V = R3, dus RV) = P*(R). Dan vormenp; = vect{(1,0,0)},
p2 = vect{(0,1,0)} enps = vect{(0,0,1)} een projectief simplex varfFR). Nochtans noemen
we (p1, P2, P3) geenprojectieve basis van’PR). Het probleem is dat evengoed geldt:

p1 = vect{(1,0,0)}, p, = vect(0,2,0)}, ps = vect{(0,0,3)}

zodat voor het punp = vect{(1,2,3)} geldt: (1,2,3) is een stel homogene codrdinaten yan
als men de basig1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) vanR? gebruikt, terwijl (1,1, 1) een stel homogene
codrdinaten vapis als men de basig1,0,0), (0,2,0), (0,0,3)) vanR?® gebruikt. Het projectief
simplex(py, p2, p3) van P(R) laat dus niet toe om (zelfs op een niet-nulle evenredigFesittsr
na) ondubbelzinnig voor elk punt een stel homogene codietniz bepalen.

We lossen dit probleem als volgt op.

Definitie 5. Zij P(V) een n-dimensionale projectieve ruimte. Een (geordepo#gctieve basis
vanP(V) is een geordendn + 2)-tupel (p1,..., Pnt1, q) Van punten varP(V) waarvoor een
basis(ey,...,en 1) van V bestaat zodanig dat

{ p=vec{eg}  voorie {l,...,n+1}, en )

g=vec{er+...+en1}
Het volgende lemma toont aan dat dit een goede definitie is.

Lemma 1 (of definitie 5°). Zij (p1, ..., Pn+1, ) €€N projectieve basis vV ).
Zij (ey,...,ent1) €n(€,... €, ) basissen van V met eigenschapiéen Dan

JAeK\{0}: €=2Ag Vie{l,....n+1}

Bijgevolg heeft elk punt p vaA(V) een (op een factor vaK \ {0} na) welbepaald stel homo-
gene codrdinaterixs, ..., Xn+1) dat men een stglrojectieve codrdinatewvan p t.o.v. de projec-
tieve basig py, ..., pnr1, ) Noemt. L.h.b. heeft g een stel projectieve codrdindten.., 1) en
daarom noemt men g heenheidspunvan de projectieve basis.
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Bewijs. (€1,...,€n:1), (€],...,€,,4) Zijn basissen val met

vec{e} =p =vec{e} Vie{l,...,n+1}
{vect{e1+...+en+1}qvect{efl+...+e4]+l}
N {Vi e{l,...,n+1}: 3A e K\{0}: € = Aig
JAeKR\{0}: & +...+€ ., =A(er+...+€ny1)

= Me+...+ A=A (€1 +... +en1)
S AM=..= A1 =A O

Gevolg 3. Zij P = P(V) een n-dimensionale projectieve ruimte.
Zij (p1,-- -, Pni2) €en geordendn+ 2)-tal punten varP(V). Dan geldt:

(p1,---, Pni2) iS €en projectieve basis

eVje{l,...,n+2}:p1,...,Pj,---, Prs2 Zijn projectief onafhankelijk irP.

Bewijs. e “=": Zij (volgens definitie 5)(ey,...,en+1) een basis vaW zodanig dat:

pi = vect{g} voori € {1,...,n+1}

n+1
Pni2 = vect{ _ zla }
1=

Uit stelling 2 volgt dan: py, ..., pns1(, Pri2) Zijn projectief onafhankelijk ifP omdat
€1,...,6ent1 lineair onafhankelijk zijn invV. OoK py,...,Pj, ..., Pn+1, Pny2 Zijn projectief
onafhankelijk inP omdatey, ..., €j,...,en1, i & lineair onafhankelijk zijn inv (j €
{1,....,n+1}).

e “<" Neemj=n+2.
Dan zijn bij onderstellingp; = vect{v1},. .., pn+1 = vect{v,1} projectief onafhankelijk
in P.
Stelling 2impliceert da¥, . . ., Vo1 lineair onafhankelijk zijn iV en dusigvy, ..., Vpi1)
een basis vaw (omdat dinV = n+1).

n+1
Pni2 =Vect Vot = 3A1,..., A1 €K Vo = Zi)\ivi
i=

Vie{l,...,n+1}: A; #0

(ImmersAj =0=>vy,...,Vj,...,Vn1Vny2 Zijn lineair afhankelijk
A2 P1,---, Pj,---» Pnt1, P2 Zijn projectief afhankelijk, hetgeen strijdig is met de end
stelling).

Stelg =Avi (ie{l,...,n+1})
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Danis(ey,...,en 1) NOG een basis vavi en geldt

pi = vect{e} (ie{l,....,n+1})
Pni2 = vect{Ella}

zodat(py,.. ., Pn+1, Pni2) €€N projectieve basis is véh
]

Voorbeeld 1. (p1, p2, P3,q), metpy = vec{(1,0,0)}, p. = vect{(0,1,0)}, ps = vect{(0,0,1)}
eng=vect{(1,1,1)}, is een projectieve basis var(R). (1,2,3) is een stel projectieve codr-
dinaten varp = vect{(1,2,3)} t.0.v. (p1, P2, P3,0)-

2.3 Projectiviteiten

Definitie 1. Zij P = P(V) een projectieve ruimte over eéxvectorruimte V en P=P(V’) een
projectieve ruimte over e€l-vectorruimte V.
Een afbeeldingt: P — P’ heetprojectiefindien:

JF € Z(V;V’') zodanig datr(vec{v}) = vec{F (v)} WveV\{o}

Opmerking 1. Alsv € KerF, dan isF (v) = o= vec{F(v)} ¢ P’
Dus isttslechts gedefinieerd op:

{vec{v} | F(v) £0} ={vect{v}|veV\KerF}
= {vec{v} |veV\{o}}\{vec{v} |veKerF\{o}}
=P(V)\P(KerF)
=P\ P(KerF)

Naar analogie met stelling 1.2.1 kunnen we ons afvrageh ef.Z (V;V') met RF) =
uniek is. Het antwoord is natuurlijk negatief omddAlF) = P(F) VA € K\ {0} (verklaar).
Wel geldt:

Stelling 1. F, G € .Z(V;V’) bepalen dezelfde projectieve afbeeldmg
< 33X e K\{0}: G=AF

Bewijs. [<=]: (triviaal)

:m=P(F) =P(G)

=VveV\{o}: vec{F(v)} =vec{G(v)}

=VveV\{o}:IA, € K\ {0}: G(v) =A/F(v)

We moeten dus bewijzen dat we eenzelfgekunnen vinden voor elke € V \ KerF. (Voor
v € KerF \ {0} is elkeA goed omdat daf (v) = G(v) =0.)

Voor eenw € vect{v} kunnen we\, = A, nemen omdat:

W= aVv=G(w) =aG(v) = aA/F(v) = A/F(w)



HOOFDSTUK 2. PROJECTIEVE MEETKUNDE 57

Onderstel nu dat, w € V \ KerF lineair onafhankelijk zijn. Twee gevallen zijn mogelijk:

(i). vect{v, w}nKerF = {o}
= F(v) enF(w) zijn lineair onafhankelijk, want

aF(v)+BF(w)=0 < F(av+pw)=0
= av+ Bw € KerF

=av+pBw=o0
enav+ Bw e vec{v,w}

=a=8=0
en uit
G(V+wW) =AuwF(V+W)=Aurw (F(V)+F(w))
=G(V) +G(w) = A/F (V) + AwF (w)
volgt dan:

)\v = )\v-i-w = )\w

(iN). vect{v, w}NKerF = vect{x} metx ¢ vect{v} Uvect{w}
= X € vec{v, w} NKerF
=3Ja,B €K\ {0}: x=av+pw

G(x) =AF(x)=o0
= = aG(v)+BGw) = AWV + BAwW € KerF
= aAF (V) + BAWF (W)

=F(aAyVv+BAyw) =0

enaAyV+ BAyw € vect{v, w}
= 3JyeK: aAyVv+ BAyw = yx enx = av+ w
= aAWV+ BAwW = ayw + Byw en vermitsv enw lineair onafhankelijk zijn geldt:

aV ay? a# = v V :>AVZVZAW
BAw =By, B#0=Av=Yy
Besluit: A, kan in alle gevallen onafhankelijk vangekozen worden. O

Definitie 2. Zij P = P(V) en P = P(V’) zoals in definitie 1. Een afbeeldimg: P — P’ die
projectief is en bijectief is (en gedefinieerd op gans P!)tmamprojectief isomorfisme Een
projectief isomorfisme van P naar zichzelf heet peajectiviteitvan P.

Eigenschap 1.ZijV enV tweeK-vectorruimten en stel B P(V) en P = P(V’). Dan gelden
volgende eigenschappen.

1. m: P — P’ projectief isomorfisme
& 3JF : V — V' isomorfisme zodanig dat= P(F)

I.h.b. T projectiviteit van P& 3F € GL(V) : m=P(F)
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2. m: P — P’ projectief isomorfismeR(U) <p P metdimPU) =m
= n(P(U)) <p P’ metdimm(P(U)) =m

3. dimP(V) =n= P(V) is projectief isomorf me®"(K)
Bewijs. (oefening) O

Stelling 2. De projectiviteiten van P- P(V ) vormen een permutatiegroep op P die nréaL(V )
(of GR(V)) noteert. De afbeelding

P:(GL(V),0) = (PGL(\V),0): F — P(F)
is een groepsepimorfisme nik@rP=Hy(V) ={Aly | A € K\ {0}}
Bewijs. 1. 1p=P(1ly) € PGLYV)

2. AF),P(G) e PGL(V) = P(G)oP(F) € PGL(V)
inderdaad FG) o P(F) = P(GoF) omdatvv € V \ {o}:

(P(G)oP(F)) (vec{v}) =P(G)(vect{F(v)})
=vect{G(F(v))}
=vect{(GoF)(v)}
= (P(GoF)) (vectv})

DaarF, G € GL(V) = GoF € GL(V) volgt dat RGoF) € PGL(V) (eigenschap 1(1))

3. P(F) € PGL(V) = P(F)~1 = P(F~1) e PGL(V)

Dus is PGLV) een permutatiegroep dp Uit stap 2 van dit bewijs volgt dat P een homo-
morfisme is. Bovendien geldt:

KerP

{FeGL(V) |P(F) = 1py)}
{F €GL(V) | P(F) =P(1v)}

Y {FeGL(V)|3A eK\{0}: F=A1y}
Ho(V)

%
1=l

t

O

Stelling 3. PGL(V) (met V eindigdimensionaal) werkt strikt transitief op dedglende) pro-
jectieve basissen veP(V).

Bewijs. Zij dimV =n+1 en(py,..., Pnt1, Pni2)s (A1,---,00+1, Ont2) twee projectieve basis-
sen van PV). Dan bestaan er basiss@,...,an 1), (b1,...,bns1) vanV zodanig dat

pi =vec{a}, g =vec{b} Vie{l,... n+1}
n+1 n+1

Pnt2 = VeCt{ _Zlai } 3 On+2 = Vect{ _Zlbi}
1= 1=
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DefinieerF € GL(V) doorF(a) =b; Vie{1,...,n+1} en stelmr=P(F). Dan geldt:ir e
PGL(V) en geldt:

n(p)) = m(veca})
=vect{F(g)}
= vect{b; }

Vie{l,...,n+1}

1
)
= vect{F a;)
n+1
=vecty ¥ (a;)}
n+1
=vecty ¥ bi}
1

=0

M(Pny2) = n(vect

S5 >S5
TLME

[
(

H,_/

[|
i

= On+-2

= PGL(V) werkt transitief op de (geordende) projectieve basissarP¥)

Zijnu ™ € PGL(V) een tweede projectiviteit die de projectieve bags, ..., pn.2) op de
projectieve basiéq, . .., 0n2) Stuurt.

Zij F' € GL(V) metr’ = P(F’).

Stel ((F')"*oF) (a) =4 Vie{l,...,n+1}. Dan geldt:

vect{af} = vect{ (F')1oF)a}
=P((F')"toF) (vect{a})
— () *om) (p)
— (1) }(@)
=P
=vect{a}

vect{za’i } = vect{?iai }

Uitlemma 2.2.1 volgt3A e K\{0}: & =Aa Vie{l,...,n+1}

= (F)"toF e KerP

=n=PF)=PF)=r1m

= PGL(V) werkt strikt transitief op de (geordende) projectieve basissen V&n.P O

analoog geldt: (verifieer)

Voorbeeld 1. (beschrijving van PGK"+1))
me PGL(K™?)

& 3F € GL(K"™) @ m(vect{v}) = vect{F(V)} VVeE (X,...,%41) € K™\ {0}

Zij E = (ey,...,€en;1) de gewone basis va"™?! en zij R = Fg = R GLy,1(K). Wegens
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stelling 1 isme PGL(K™1) dus bepaald door edde GLy.1(K) op een factor vaik \ {0} na.
Bijgevolg geldt:

PGLV)(K™™) = GLn;1(K)/{Alni1 | A € K\ {0}}

m: P'(K) — PY(K) : vect{(X1,...,%n11)} +— vec{F (Xy,...,Xns1)}

wordt dan in gewone homogene codrdinaten voorgesteld door

X1 X1

Xn+1 Xn+1

Men kan ook het beeld van een hyperviakian P'(K) door iT eenvoudig beschrijverH heeft
een (gewone) homogene vergelijking van de vorm:

a1X1 4 ...+ Oy 1Xne1 = 0 met(ay, ..., anyp1) € K™\ {0}

(zie definitie 2.2.2H wordt dus volledig bepaald door een rijvector, ..., an 1) € K™\ {o}
(bepaald op een factor véd\ {0} na).

Oefening. m(H) is dan het hypervlak bepaald door de rijvector
(a17 RER an+l) ’ Ril

Opmerking. Zoals in paragraaf 1.2 kan men ook projectieve collineadigfiniéren van een
projectieve ruimte B/) met dimRV) > 2. (Doe het!)

Deze vormen een permutatiegroepLiV) op RV) die PGLV) omvat. Geef een voorbeeld
van een projectieve collineatie die geen projectiviteit is

Wel geldt een fundamentele stelling analoog met stelli@gplzie verder, stelling 2.6.6).

2.4 Projectieve stellingen van Pappus en Desargues

Stelling 1. (“Pappus, projectieve versie”)

Zij R # R snijdende rechten in een projectieve ruir®®/ ). Stel RMR = {x} enzijjab,ce
R\{x},azb#c#a.

zZija',b',d e R\ {x},d #b £ £4d.

Dan snijden de rechtetb,c’) en(b/,c) elkaar in een punt p, de rechtén,a’) en(c’,a) elkaar
in een punt q en de rechtén,b') en (&, b) elkaar in een punt r en dan zijn de puntengenr
collineair.

Bewijs. Zij xo = vecf{u}, a= vect{v}, & = vect{V'} voor zekerau, v,V €V \ {o}.
beR= (x0,a) = Ja € K\ {0} : b= vect{u+ av} (verklaar)
beR =(x,a)=3a’ € K\{0}: b =vecfu+a'Vv'}
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Figuur 2.2: Pappus, projectieve versie

Stelav=w, a’v . =w'. Dan is

a=vect{w} a = vect{w'} *)

b = vect{u+w} b’ =vect{u+w'}

ce R=3pB €K\ {0}: c=vecfu+ Bw}
d eR=3p €K\{0}: c =vectfu+ p'w} (merk op dat ool3, B’ € K\ {1})
(*) = (a,b') = P(vec{w,u+w'}), (&,b) = P(vec{w’,u+w})
= (a,b)n(@,b) =P(vec{w,u+w'}nNnvec{w’ ,u+w})
=P(vec{u+w+w'}) (verklaar)

= (a,b')n(d,b) = {r} metr = vect{u+w+w'}
|
stelz

Analoog geldt:

= (c,d)n{c,a) = {q} metq= vect{u+ Bw+ B'w'}

stely

Een beetje meer werkt vraagt:
(b,cyn(b',c) = P(vect{u+w, u+ B'w}nvectfu+w, u+ pw})

StelA (u+w)+p(u+p'wW)=&u+w)+n(u+pw).
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u, w, W’ zijn lineair onafhankelijk iV (waarom ?)

Ad+pu=<&+n
=q9A=npB

up' =¢&

(B-1n=(1-4)¢
=vect{u+w, u+ B'w}nvectu-+w, u-+pw}

o B_l B/(B_l) !
_vect{ <B+B,_1>u+[3w+ﬂw}

stelx

=(b,c') N (b',c) = {p} metp = vectx}

Om te bewijzen dap, g, r collineair zijn volstaat het te bewijzen daty, ztot eenzelfde 2 dim
deelruimted vanV behoren, m.a.w. lineair afhankelijk zijn VA.
We weten dak, y, z € vect{u, w, w'} en datB = (u,w,w’) een basis is van vefi, w, w'}.

B+55 1
det B 1]1=0 (verifieer)
B 1

(De kolommen vormen het trip€kg, ys,z5)) = X, y enz zijn lineair afhankelijk
= p, g enr zijn collineair O

Stelling 2. (“Desargues, projectieve versie”) Zij 5 en T drie verschillende projectieve rech-
ten in een projectieve ruimte(V) met RANSNT = {X}. Zija, a € R\ {x},a#d, b b €

S\ {xo},b#b encc €T\ {x},c#C.

Dan snijden de rechtetb,c) en(b/,c’) elkaar in een punt p, de rechtén,a) en(c’,a) elkaar

in een punt g en de rechtén, b) en(a,b’) elkaar in een punt r en dan zijn de puntengen r
collineair.

Bewijs. Zij a = vec{u}, b = vect{v}, c = vec{w} voor een zekere,v,w €V \ {o}. Zijn
a, b, c collineair, dan is de stelling triviaal (verklaar).
Onderstel dug, b enc niet collineair. We moeten 2 gevallen onderscheiden.

* X € proj{a, b, ¢}
= Xo = vec{ au + Bv+ yw} voor een zekere, (3, y € K\ {0}
(a, B, y#0, daax ¢ (a,b), Xo & (b,c) enxo ¢ (a,C))
Steldanau=x,Bv=y,yw=12

a=vect{x} b=vecty}
c = vect{z} Xo = vec{x+y+z}
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Figuur 2.3: Desargues, projectieve versie

d € R=(x0,a) = 3A € K\ {0}: @ =vect{x+y+z+Ax}
b’ € S= (xo,b) = I € K\ {0} : b’ = vect{x+y+z+puy}
c eT=(X,b)=3veK\{0}: c =vect{x+y+z+vz}

(merk op daiA # 0 omdata’ # Xo; analoogu, v # 0) Dan volgt:

(a,byN (@,b") = P(vectx, y} Nvect{ (1 +A)X+y+2z X+ (1+p)y+2z})
= {r} metr = vec{Ax— uy}

analoog:
(b,¢) N (b, ) = { p} metp = vect{py — vz}
(a,c)n{d,c) = {q} metq=vec{vz—Ax}

AX—puy, uy — vz envz— Ax zijn duidelijk lineair afhankelijk inv. Bijgevolg zijn p, q
enr collineair.

* Xo ¢ proj{a, b, c}



HOOFDSTUK 2. PROJECTIEVE MEETKUNDE 64
= Xo = vect{t} voor een zekerec V \ {o} metu, v, w ent lineair onafhankelijk.

d € R=(Xp,a) = JA € K\ {0} : @ =vect{t+Au}
b’ € S= (xo,b) = Jpu € K\ {0} : b’ = vect{t + v}
c €T = (x,b) = 3IveK\{0}: c =vect{t+vw}

Dan volgt:

(a,b)n(@,b’) =P(vectu,v}nvect{t+Au,t+ puv})
= {r} metr = vect{Au— uv}

analoog:
(b,c)N(/,c) = {p} metp = vect uv— vw}

(a,c)yn(@,c) = {q} metq= vect{vw — Au}

Au— uv, uv—vw envw — Au zijn duidelijk lineair afhankelijk irv. Bijgevolg zijnp, q
enr collineair.

O

Opmerkingen. 1. Andere bewijzen van deze stellingen zijn mogelijk (zia. overder in
paragraaf 2.6 hoe men ze kan afleiden uit de affiene stellivgeRPappus en Desargues).

2. In de synthetische projectieve meetkunde zijn dezersjelh niet altijd geldig (bijvoor-
beeld in het projectief vlak van Moulton).

3. Pappus-eigenschap Desargues-eigenschap (projectieve versie van de stetimgies-
senberg).

2.5 Dualiteit

Als men het axiomastelsel van een axiomatisch projecta gbed bekijkt (en eventueel (P1),
(P2), (P3) en (P4) vervangt door het equivalent stel (P2), (P3)’en (P4) met (P3)’: “elk punt
ligt op ten minste 3 rechten”, dan merkt men dat de axiomdgdigblijven als men volgende
“vertaling” doorvoert:

punt < rechte
en punt op rechte— rechte door punt
(i.h.b. collineaire punten— concurrente rechten)

en dat ze opnieuw een axiomastelsel vormen van hetzelfdecfied viak. We zullen deze
zogenaamde “dualiteit” (tussen punten en rechten in egedqtief vlak) nu in het algemeen
beschrijven voor een projectieve ruimt@/h over een eindigdimensionale vectorruirite
We zullen daartoe eerst een nuttig concept uit de lineagrebah invoeren en bestuderen.
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Definitie 1. Zij V een eindigdimensional&-vectorruimte en V = . (V;K) de duale ruimte
vanV. Zijj XC V.
De annihilator van X, genoteerd X is

X°={f eV* | X C Kerf}

Eigenschap 1.De annihilator voldoet aan volgende eigenschappen:
1. X° = (vectX)’ < V*

2. XCYCV=Y°CX° (i.h.a. &)
3. (XNY)° D X°4Y° (ilha. ¢)
4. (X+Y)*>X°NY° (i.h.a. ¢)

Voor deelruimten S, T vanV kan men meer zeggen:
5. <V*en dimS =dimV —dimS (= “ codimS")
6. SCT&SDOT®
7. (SNT)°=8+T°
8 (S+T)°=8SnNT°

Oefening. Wat kun je zeggen oveiX°)®, (S°)°?
HINT: gebruik (%) : V — (V¥)" i x— (X: V¥ - K: f — (X))

Definitie 2. P* = P(V*) heet deduale (projectieve) ruimtezan P=P(V).
Notatie. #* = {Q | Q <, P*} (vergelijk met opmerking 2.2.2.2(2))
Stelling 1. Zij dimP(V) = n.

De afbeelding)* : &2 — 22*: Q=P(U) — Q" = P(U°) is een bijectie die bovendien voldoet
aan:

1. dmQ+dimQ*=n-1 (Qe £)

2. QCRQ"OFK

3. (QNR"=proj(@UR)  (QRe )

4. (proj(QUR))* =Q'NR’

We bewijzen eerst volgend nuttig lemma, dat we zullen gé&bruiin het bewijs van de
stelling:

Lemmal. Vf e V*: vect{f} = (Kerf)°

Bewijs. vect{ f} C (Kerf)° volgt triviaal uit de definitie var(Ker f)°, maar beide zijn deel-
ruimten en hebben dezelfde dimensie (zie eigenschap 8 z

vect{ f} = (Kerf)°

O

Bewijs. OmdatZ = {U |U <V} - Z ={Q|Q<,P(V)}: U — P(U) een bijectie is (zie
opmerking 2.2.2.2) en evenzg* = {W |W < V*} — Z* : W — P(W), volstaat het te tonen
dat()°: . — Z*: U — U° een bijectie is.
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1. ()° is surjectief
ZijW € Z*, d.w.z.W < V*. We onderscheiden twee gevallen.
a)W ={o} =W=V°
B)W # {o}. Zij fi,..., fmeen basis vaw (1 <m<n-+1)
Dan geldt:

W =vect{ fq,..., fm}
=vec{f1} +...+vect fn}
= (Kerfy)? +...+ (Kerfy)° (lemma )
= (KerfiN...NnKerfy)° (eigenschap 1(7))

DusW =U° metU = KerfiN...NnKerfn

2. ()¢ isinjectief: gebruik eigenschap 1(6)
Bovendien geldt:
(1): Zij Q=P(U) en dusQ* = P(U°), dan geldt:

dimQ+dimQ* = dimP(U ) +dimPU°)
= (dimU) -1+ (dimU®) -1

#U1O) gimv) -2
=(n+1)-2
—n-1

(2), (3) en (4) zijn directe gevolgen van eigenschappen 1({§)en (8) en eigenschappen van
de projectieve omhullende (verifieer). O

Om deze dualiteif)* te kunnen benutten in de projectieve ruimt® Pzelf, gebruiken we
ook nog de volgende bijectie tussep en &7* die correspondeert met een isomorfisme tussen
V enV*.

Stelling 2. Zij E = (ey,...,en+1) €en basis van V.
ZijF : V — V* hetisomorfisme dat E stuurt op zijn duale basisE(fi,..., fni1) (d.w.z. fis
de i-de codrdinaatsfunctie t.0.v. de basis E, zie [KI])

P(F): P(V) — P(V*): vec{v} — vect{F(v)}
is dan een projectief isomorfisme , dat een bijectie
ro—-2:PU)—PFQU))

induceert, die bovendien voldoet aan:
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w DN P

4.

dimQ=diml(Q)

QCR&T(Q cCrl(R

FrQRNR) =T (Q)NI(R)

I (proj(QUR)) = proj(M (Q)UT (R))

(QRe )

Bewijs. (oefening) O

We combineren nu de twee bijecties van stellingen 1 en 2 dig won eendualiteit te

bekomen tussen de projectieve deelruimten vian) P

Stelling 3. Stel D= (()*)"tol: 22 — 2.
Dan is D een bijectie met de eigenschappen:

1. dimD(Q)=(n—1)—-dimQ
2. QCR&D(Q) 3 D(R) (Q.Re )
3. D(QNR) = proj(D(Q) UD(R))
4. D(proj(QUR)) =D(Q)ND(R)
Bewijs. direct gevolg van stellingen 1 en 2. O

Opmerkingen. 1. Eigenschap (2) van stelling 3drukt men uit door te zeggee dualiteit

D de “incidentierelatie” tussen projectieve deelruimtewaart. Q, R€ & hetenincident
indien

QCR als dmQ < dimR
Q=R als dimQ=dimR
QDR als dmQ > dimR

Deze incidentierelatie it¥” is reflexief en symmetrisch, maar niet transitief. (Verklaa

. Wegens eigenschap (1) van stelling 3 stilugen 0-dimensionale projectieve deelruim-

te (dit is een singleton bepaald door een punt) op (@enl)-dimensionale projectieve
deelruimte, d.w.z. een (projectief) hypervliak. Meer peeci

Q= {p} ={vecv}} = P(vectv}) (veVi{o})
= D(Q) = (0")"(r(Q)
= (0*) T ({vect{F (v)}}) (F zoals in stelling 2
= P(KerF(v)) (zie lemma 9

Door eigenschap (4) van stelling 3 is dBninductief bepaald op hogerdimensionale
projectieve deelruimten.

bijvoorbeeld:D ((p,q)) = D(proj{p,q}) = D({p}) ND({qa})

Voorbeeld. (verifieer als oefening)

Beschouw de projectieve ruimtélR*1) = P'(K).

Zij E = (ey,...,en,.1) de gewone basis vak"!, dan isE* = (fy,..., f, 1) met fi : K™ —
K: (X, s Xn41) — X
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Verifieer dat voor een pumt=vect{ (a1, ...,an+1) } met gewone homogene codrdinaten. . ., on.1
geldt:

D({p}) = hyperviak RU) metU = Ker (nilai fi>

Opmerking. D({p}) noteren we abusievelijk odR(p).

P(U) heeft dus als gewone homogene vergelijking:

n+1

Het belangrijkste gevolg van stelling 3 is:

Gevolg 1. (“Dualiteitsprincipe in P(V)”)

Elke stelling inP(V) uitgedrukt in projectieve deelruimten va&{V) (en de “bewerkingen”
(Q,R) — QNR en(Q,R) — proj(QUR)) en de incidenties is geldig dan en alleen dan als de
“duale stelling” geldig is inP(V).

(De duale stellingbekomt men door elke Q te vervangen do¢QDmet inachtname van alle
eigenschappen van D.)

Toepassing.(verifieer als oefening)

1. Beschouw de stelling van Desargues (stelling 2.4.2 )rmdaa in een projectieflak
P(V). Formuleer de duale stelling in?). Welk verband houdt deze met de rechtstreekse
stelling van Desargues?

2. Hoe luidt de duale stelling van Pappus in een projecte¥I

2.6 De projectieve uitbreiding van een affiene ruimte en de &éne
beperking van een projectieve ruimte

In deze paragraaf gaan we de uitbreiding van de affiene rdihtet P>(R) van paragraaf 2.1
veralgemenen en ook vaststellen hoe we omgekeerd eentme@euimte kunnen beperken
tot een affiene ruimte. We zoeken daarbij ook een verbandriudes optredende projectiviteiten
en affiniteiten.
Zij X een affiene ruimte over eendimensionalék-vectorruimteV.
Zij V' een(n+ 1)-dimensionalék-vectorruimte zodanig dat <V'.
(In2.1isX =R?%,V = {(x,y,0) | x, ye R} <V’ =R3)

Zij o(X) = {rechten van X//

= {equivalentieklassen van parallelle rechteiXin
Dan geldt:

Stelling 1 (of definitie 1). Er bestaat een bijectie

$: XUo(X) — P(V)
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zodanig dat

Door middel van deze bijectie kan menX(X) identificeren met de projectieve ruinfeev’),
die men dan derojectieve uitbreidingvan X noemt. Daarbij worde(X) geidentificeerd met
het hyperviakP(V) vanP(V').

Bewijs. Kies een “oorsprong%p € X en kies eery; € V' \V. Er bestaat een lineaire vorm
¢ € (V')* mett=1(0) =V en/(yy) = 1 (verklaar). SteK, = ¢~1(1). DanisX, =y, +V en dus
een hyperviak vaN'’, parallel med.

Men verifieert dalX, een affiene ruimte is ov&f, d.m.v. de linkse actie

ATV xXe— Xet (VYg+W) — Yo+ (V+w)
Xy is affien isomorf meK, d.m.v.
fiX— XX yp+ (X—X0).
Met behulp vanf definiéren we de gezochte bijectie

¢: X Uoo(X) — PV
XX — vect{ f(x)} = vec{yyp+ (Xx—Xo)}
o(X) > klassevarR +— vectv}
meR = x+ vect{v}

¢ is inderdaad een bijectie met invers (verifieer):

¢t P(V)=(P(V)\P(V))URV) — XUo(X)
P(V)\P(V) 3 vect{V'} — x=x0+ (V/{(V)—Yyp €X
vect{V'/{(V')}
exp
P(V)>vecf{v} — klasse vang+ vectv} € o(X)

€~1(0)=

O
(Ter illustratie: In 2.1 hebben we een bijzonder geval varedeonstructie mexX = R?,
V={(xy0)|xyeR} <V =R%x=(0,0),y,=(0,0,1)

(:RESR: (XY,2) — 2

Xe=0(1) ={(xy.1) [x yER} =y +V,
f:X=R%2— X : (xy)— (0,0,1)+(x,y,0) = (x,y,1)
en tenslottep : R2 = R2Uo(R2) — P(R3) = P2(R), de afbeelding¥ van 2.1)
Stelling 2. A <a X = ¢ (AU (A)) <p § (X Uco(X)) = P(V')

Bewijs. (oefening) O
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De volgende stelling toont hoe we met een affiene basis<vaen projectieve basis(?’)
kunnen associéren.

Stelling 3. Zij (Xo,X1,...,%n) een affiene basis van X over V.

Zij xo € X,yp € V'\V zoals in stelling 1. Stdl; = x1 — Xg,..., bp =Xy —Xo €nbni1 =yj
Stel p = vect{by},..., pn=vect{bn}, pri1 = vect{by,1} en g=vect{ 3 b; }

Dan is Q= (py,..., Pn+1, ) €€n projectieve basis vai(V’).

Bovendien geldt:

1. (Bo,Bs,---,Bn) affiene codrdinaten vang X t.0.V.(Xg, X1, - .., Xn)
= (B1,...,Bn, 1) projectieve coodrdinaten vagi(y) t.o.v. Q

2. een punt va (o(X)) = P(V) heeft projectieve codrdinaten van de voff, ..., 3y, 0)

Bewijs. (Xo,X1,...,X,) affiene basis vaX

= (by,...,bn) basis varv (Stelling 1.1.7)

= (by,...,bpn, bny1) basis varV’, aangepast aan < Vv'.

= Q=(pa,---,Pn+1, Q) €€N projectieve basis varf\P) (zie definitie 2.2.5). Bovendien geldt:

1 yziﬁoﬁm metiﬁoﬁi —1
=y= Xo+i_§0[3i(>q —X0) = xo+i_§1[3ibi

n
= ¢(y) = vectlyo+ (Y —0)} = vect{_ zlﬁibi - bn+1}
1=
= (B1,...,Bn, 1) is een stel projectieve codrdinaten afy) t.o.v. Q.

2. (oefening)
O

Zijnui = ¢|x : X — P(V’) de injectie van het affien vlaK in zijn projectieve uitbrei-
ding RV’). Dan stellen we ons de vraag; kunnen we een affinfteian X uitbreiden tot een
projectiviteit rvan RV'), d.w.z. bestaat er eeme PGL(V’) zodanig dattoi =io f?

X X

m.a.w. zodanig dat i | L1 een commutatief diagram is?
PV) —— PV
m

Stelling 4. Zij X een n-dimensionale affiene ruimte over V erP#’) haar projectieve uit-
breiding (zie stelling 1). Zij £ GA(X) en Lt € GL(V) geassocieerd met f (zie definitie 1.2.2).
Definieer Fe GL(V') door

F:V'= Vavecfy,} — V/
v+ ayp — Li(v)+a(yp+ f(xo) —Xo) (a e K)

Danist=P(F) € PGL(V') metroi=io f.
Bovendien istlpy) = P(Lt) € PGL(V).
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Bewijs. fe GA(X) = Vxe X: f(X)— f(Xo) = Lt(X—X) metLs € GL(V) (Stelling 1.2.1).
Definieer

F:V = Vovecyy} — V/
viay, o~ Li(v)+alyp+fx)—x) (ack)

e F is lineair (oefening).

e F is ook bijectief, want

KerF = {v-+ayp|Li(v)+a(yy+ f(x) — %) = 0}
< Li(v)+a(f(x) —x)= —ayy €Vnvecyy} = {o}

~; evect{yp}
={v+ayp|Li(v)+a(f(x)—x)=o0ena =0}
={v|L¢(v) =0}
= KerL¢
={o}

Bijgevolg isF injectief en, wegens de alternatiefstelling, ook surgfcti
DusF € GL(V') = m=P(F) € PGL(V') en bovendien geld’x € X:

(moi)(x) = m(vect{yjy+ (X—xo)})
= vect{F(yp+ (Xx—Xo))}
= vect{L(x—xo) + (Yo + f(X0) —X0) }
= vect{ f(x) — f(xo) + Yo+ f(X0) — X0}
= vect{yp+ f(X) —Xo}
— (iof)(x)

zodatrroi =iof.
Bovendien geldty vect{v} € P(V):

ri(vec{v}) = vec{F(v)} = vect{L¢(v)} = P(L¢)(vectv})

zodatrt|py) = P(Lt)

Opmerking 1. De uitbreiding vanf tot rTis uniek.
Immers zij® € PGL(V’) een tweede projectiviteit met oi =io f
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Daari(X) =P(V’')\ P(V) geldt alvast dat:

n/|p(vl)\p(v) = 7T| P(V)\P(V) (Verklaal’)

= ((m) o 7T) lpv)\Pv) = Tpviy\pev)
= ((n’)lo 7T> P(V)=P(V) (verklaar)

N——

((F’) ) (waarr® = P(F’))

—~ (( *oF) (v
= F(V)= (V)

F:Vv = ect{yo} — Vv’
= V+O!y6 N F/(V) + aF’(yé,) (F/ Iineair)

ev evI\V

Nu geldt:

F'(yo) € vect{F'(yp)} = 1 (vect{yq}) = m(vect{yp}) = vect{F (yq)}
eP(VH\P(V)

zodat3 B € K\ {0} : F'(yg) = BF(yp) (*)
Analoog geldt voor € V:

F'(v+yp) € vec{F'(v+yo)} = 1 (vect{v +yo}) = m(vect{v +yp}) = vect{F (v) + F(yo)}

z,o_dat_ﬂu e K\ {0} : F'(v+yp) = u(F(v)+F(yp))
" UF W) HF(v) = F'(v) + BF ()
= (B—H)F (o) = UF(v) —F'(v)

ev\V T
=u=p

F'(v) = BF (V) (%)
enditvveV
(), (+4) = F' = BF

=mn=PF)=PBF)=PF)=m
De uitbreidingsstellingen 1 en 4 geven een indicatie hoe mvigekeerd moeten te werk

gaan om een projectieve ruimte en haar projectiviteiterbépérken” tot een affiene ruimte en
haar affiniteiten.

Stelling 5. Zij V' een(n+ 1)-dimensionale vectorruimte ovét en zij V <V’ metdimV = n,
dan isP(V) een hypervlak vaR(V’) en heeft X= P(V’)\ P(V) de structuur van een affiene
ruimte overV.

Bovendien geldt dat:

e PGL(V') metr(P(V)) = P(V) = mjx € GA(X)
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Bewijs. Kies weer eely; € V' \V en eery € (V')* met Ker! =V en/(y;) = 1. Stel:

p:X= PVH\PV) — yp+V=X=¢12)

vectV'} = g

(ﬁ;,) is het snijpunt van ve¢t’} met het hyperviak (1) vanV’)
p is een bijectie met
pH(yp+V) = vect{yy+ v}

Yo+V = X, is een affiene ruimte ovaf (vergelijk met het bewijs van stelling 1) en dus ok
d.m.v. de volgende linkse actie (verifieer).

A V x X — X
(u,vec{V'}) vect{% +u} = vect{V' +¢(V)u}

Zijnu e PGL(V') metr(P(V)) = P(V).
Daarrt een bijectie is volgt dat

Stel f = mjx : X — X, dan isf nog een bijectie en rest te bewijzen daffien is.
me PGLV') = 3F e GL(V') : m=P(F)
Uit de voorwaardet(P(V)) = P(V) volgt datF |y € GL(V) (verklaar).
Yo €V\V = F(yp) =Vvo € V'\V = £(vp) = B € K\ {0}

Stel datG = 1F. Dan geldt:

1= P(F) = P(G) en(G(yb)) = 5(F (v%)) =1
G(yo+V) =Gl(yp) +G(V)
=G(yp) +V daarGly € GL(V)
=Yyo+V daarG(yy) —yp € £~1(0) =V

G bewaart dus globagf, +V = ¢~1(1).

We bewijzen nu dat'x;, xo € X : f(X2) — f(X1) = G(x2 — x1) (hetgeen betekent détaffien is
metLt = G|y).

Wat betekent =" in de affiene structuur va?

Voor i € {1,2} stellen wex; = vect{v/} metv/ € /~1(1) (waarom mogen we dit veronderstel-
len?)
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Dan betekenk, — x; = u €V dat:

AU, Xp) = X2
A(u,vect{V;}) = vect{Vv,}
vect{V] + £(V})u} = vect{v,}
= vec{V} +u}
& Vi+u=vVv,  daarook/(v]+u)=£(V])+L(u)=1+0=~(V5)
& u=Vvo—Vvy

T ¢

Dusxy — X1 =V, — V)
Bijgevolg isG(xp — x1) = G(u) = G(v, — V)).
Anderzijds geldt:

fx) — f(x1) = m(x2) — T(xe)
= vec{G(v,)} —vec{G(vy)}
— G(vh) —G(V})  zoals hoger omda®(v}) € £~1(1) = yy+V
=G(v2—Vv1)
waarmee de stelling bewezen is. 0

Eigenschap 1.Met de notaties van stelling 5 onderstellen we &l ) <, P(V’). Dan hebben
we datP(U)NX <3 X

Bewijs. (oefening) O

Toepassing.Alternatief bewijs van de stelling van Pappus, projectiesesie (stelling 2.4.1).
Zij R, R twee verschillende snijdende rechten in een projectievetelP(V) en stelRNR =

Figuur 2.4: Pappus, projectieve versie

{x}. ZijabceR\{x},axzb#c#a Zjd,b,deR\{x},ad #b #c #&d. Dan
snijden de rechtetb,c’) en(b/,c) elkaar in een punp, de rechteric,a) en(c’,a) elkaar in een
puntq en de rechteria,b’) en(a’,b) elkaar in een punt en zijn de punterp, g enr collineair.

Bewijs. proj(RUR) =P(U) <p P(V) metdimRU ) =2

(b,c), (t,c), {c. @), (c,a), (a,b), (&,b) <pP(U)
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Bovendien (verklaar)

(b,c) # (0',c), (c.d) #(c,a), (a,b) # (d,b)

Dus bestaam, g, r € P(U) zodanig dat

<b’ C/> N <b/,C> = {p}7 <C7 a/> N <C/’a> = {q}’ <a’ b/> N <a/7b> = {r}

Stel nuH = (p,r), dan isH een hypervlak van ®). Er bestaat dus eV < U met dimW =
2= (dimU) —1 zodatH = P(W). Wegens stelling 5 iX = P(U) \ P(W) een affien vlak over
W.

(ab)\{r} =(@b)nXen@,b)\{r} =(a,bynX

zZijn affiene rechten iiX die evenwijdig zijn (want lege doorsnede).
Analoog voor(b,c’) \ {p} en{b/,c) \ {p}.
Uit de affiene stelling van Pappus (stelling 1.3.2) volgt dat

((c,d)nX) J ((c,aynX) = (c,&)n(c,a) ={q} CH

en dus geldp, g, r € H, m.a.w. zijnp, q enr collineair.
Vraagje: Benje zeker dat, b,ce RN X, d, b/, ¢ € RN X? (verifieer) O

Oefening. Vind een analoog bewijs voor de projectieve stelling vandbgses dat gebruik
maakt van de affiene stelling 1.3.3.

Als tweede toepassing zullen we een fundamentele steliingde reéle projectieve meet-
kunde afleiden uit stelling 1.2.5.

Definitie 2. Zij P(V) een projectieve ruimte mdim P(V) > 2. Een permutatie van RV) met
de eigenschap

Vp,aeP(V),p#q:re(pq < a(r)c(a(p),a(q)

heet een (projectievepllineatievanP(V).

Zoals in 1.2 toont men dat de collineaties vaivPeen permutatiegroep og\P) vormen die
PGL(V) omvat. Zoek een voorbeeld van een collineatie die geengiidjeit is.

Stelling 6. (“Fundamentele stelling van de reéle projectieve meetkiind
Zij P(V) een eindigdimensionale projectieve ruimte over es#e vectorruimte V en zij B
dimP(V) > 2. Dan is elke collineatie vaR(V) ook een projectiviteit vaR(V).

Bewijs. (Schets)

Zij o : P(V) — P(V) een collineatie. Kiebl <V metdimU =n= (dimV) —1.

Zij p1,...,pPn+1 €€n projectief simplex van(®) “aangepast aan(B)”, d.w.z. zodanig dat
P(U) = proj{ps,..., pn}.

Zoals in stap 1 van de stelling 1.2.5toont men (oefening) dat

o(P(U)) = prof{a(pa),..., a(pn)}
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endat dino(PU)) =dimPU)=n-1

Dus3U’ <V met dimU’ = dimU = n zodanig dao(P(U)) = P(U’).
JF € GL(V) metF(U) =U’ (verklaar)
Stel dant= P(F)

me PGLYV) = mis een collineatie
= 1 1o 0 is ook een collineatie

Noem deze collineatie. Dan geldt:

En dus ookr (X) = X, waarX = P(V) \ P(U) een affiene ruimte is ovéf wegens stelling 5.

T projectieve collineatie= 7|x : X — X affiene collineatie (verklaar).

Wegens stelling 1.2.5i8x € GA(X) die, wegens stelling 4 en opmerking 1, uniek kan uitge-
breid worden tot eep € PGL(V).

Tenslotte toont men (oefening) datlo o = p = 0 = mop € PGL(V). O

2.7 Dubbelverhouding

We beschouwen vier puntegm g, r ens op een projectieve rechte = P(V) (dus dimk V =
2) metp # q#r # p. BeschouwK als affiene ruimte over zichzelf. NoteexK) = {c}.
We kunnen P(K) = P(K?) beschouwen als projectieve uitbreiding VEnd.m.v. de bijectie
(vergelijk met stelling 2.6.1)

¢: Ku{e} — PYK)
K>a +— vect(0,1)+ (a,0)—(0,0)} =vect{(a,1)}
0 — vect{(1,0)}

(p,q,r) is een projectieve basBvan RV) (waarom?)
Er bestaat dus juist één projectief isomorfisme (stellirgg3).

og(p) = vect{(1,0)}
o : P — PY(K) met ¢ gg(q) = vect{(0,1)}
og(r) =vect{(1,1)}

(omdat vecf(1,0)}, vect{(0,1)}, vect{(1,1)} een projectieve basis is vad(iK))
Stelpg = ¢ toog: P— KU{»}. We hebben dugg(p) = », pg(q) = 0, pg(r) = 1. Merk op
datpg een bijectie is.

Definitie 1. De dubbelverhouding(“cross-ratio”) van het geordend collineair puntenvietta
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(P.G,1,s) met p# q#r1 # pis
CR( p,q,r, S) = PB(S) c KU {00}
We tonen dadelijk een fundamentele eigenschap van de cwlobeliding aan.

Stelling 1. Zij R, R projectieve rechten in een projectieve ruinR¢/). Zij (p,q,r,s), resp.
(p,q,r',s) twee puntenviertallen van R, resp’. iRet p£q#r1 # p, resp. p£q #r' #£p.
Dan geldt:

Ime PGLV): m(p)=p, m(q) =d, n(r) =r', m(s) =<

< CR(p,q,r,s) =CR(p,q,r',s)

Bewijs. 1. “=": Kies een projectieve bast® = (p1,..., Pn+1, Prr2) Van RV) metp; = p
enpz=q
Zij me PGL(\V) metri(p) = p/, i(q) =d, (r) =1/, 1i(s) =S.

Dan ism(Q) = (1(p1), 11(P2),-- ., T(Pn+1), T(Pnt2)) OPNiEUW een projectieve basis van
p =q

P(V)
n(R) = ri((p,a)) = (m(p), m(q)) = (p’,) =R

Dus ismr: R— R een projectief isomorfisme. Dan geldt:

CR(p'.q,r',s) = CR(ni(p), (q)), 71(r), 71(s))

=0 = =r

= pg/(11(3)) (B'=(p,q,r’) is proj. basis varr)
Q pa(S) (B=(p,q,r) is proj. basis varR)
= CR( p? q7 r7 S)

((*) omdat pg o mijr = pg; verklaar! )

2. “<" ZijCR(p,q,r,s) = CR(p,q,r',s)
Kies een basig\ = (ay,...,a,+1) vanV zodanig dap = vect{a; }, g = vect{ay }.
Kies een basig\' = (&,...,&),,,) vanV zodanig daty’ = vect{a}, o = vec{a,}. r €
R\ {p, a} = P(vect{a, a}) \ {p, q}

= Ja, B €K\ {0}: r=vec{aa; + Bay}
Analoogr’ e R\ {p/,d}
= 3a’, B’ e K\ {0} : ' = vec{a'a] + p'a,}
DefinieerF € GL(V) door

F(aal) - a/aa_ m.a.W.F(al) = %/aél.
F(Ba) =p'a, m.a.w.F (ap) = %alz
F(a)=¢ voori € {3,...,n+1}
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Stel nurr=P(F)

/

= nme PGL\V)enn(p) = p, m(q) =, r(r) =1’ (verklaar)

Dan geldt, meB' = (p/,d,r’):

pe(s) =CR(p,d,r',s)=CR(p,q,r,s)
*2 I CR(m(p), 7(q), TI(r), ()
= CR(p, .1, 71(3))

= Pe (11(3))

en dus ookrt(s) = .
U

Opmerking 1. Het feit dat dat CRp,q,r,s) = CR(m(p), r(q), 1i(r), 11(s)) voor T PGL(V)
drukt men uit door te zeggen dat de dubbelverhoudingpegjectieve invariant is.

De dubbelverhouding blijft ook bewaard onder zogenaameesfectiviteiten”.

Definitie 2. Zij R en R projectieve rechten in een projectief vIBk/) en zij ce P(V)\ (RUR).
De afbeeldingrt, : R— R/, gedefinieerd doofi.(p)} = (c, p) "R heetperspectiviteitvan R
naar R metcentrumc.

Opmerking 2. Men kan meer algemeen een perspectiviteit definiéren varngesrviak H
naar een hypervlakl’ in een projectieve ruimte(V) met centrunc € P(V) \ (HUH’).

Stelling 2. Zij . : R— R zoals in definitie 2. Dan i een projectief isomorfisme van R naar
R. Voor elk puntenviertalp, g,r,s) van R met p£ q # r # p geldt dan:

CR(p,q,1,8) = CR(T%(p), T&(q), (1), T(8))

Bewijs. Er bestaan 2-dimensionale deelruimt¢enU’ van de 3-dimensionale ruimtézoda-
nigdatR=PU), R =P(U’). 3veV\{o}: c=vect{v}. Daarc ¢ RUR geldt:v ¢ U UU’
l.h.b. volgt datv = U’ @ vec{v}. (verklaar)
Stel

F:U—=U :u=u+av—U

Verifieer datF een isomorfisme is en datP) = 1t.
Bijgevolg is1 : R— R een projectief isomorfisme.
Uit het bewijs van stelling 1=-" volgt dat

CR(p,q,1,8) = CR(T&(p), T&(q), (1), T(8))

voor elk puntenviertal vaR metp £ q#r # p. O

Oefening. EIk projectief isomorfisme tussen twee verschillende mt@ee rechterRenR' in
een projectief vlak is ofwel een perspectiviteit ofwel desastelling van twee perspectivitei-
ten.R— S S— R waarbijSeen derde rechte is.
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Oefening. Wat kun je, naar analogie met voorgaande oefening zeggereewveprojectiviteit
vanR?

We zoeken nu praktische berekeningsmethodes voor de debbelding vanp,q,r,s)
(metp # q#r # p) op een projectieve rechtg\P).

Stelling 3. (p,q,r) is een projectieve basis vd{V). Zij (e;,e) een basis van V zodanig dat
p=vect{e,}, q=vec{e;} en r=vect{e; + e,}. Dan geldt:

als k£ 0

h
S—= VeCt{hel+ke2} = CR(p7q7 r,S) = «
o alsk=0

Bewijs. Omdatp # q#r # p, is B= (p,q,r) een projectieve basis van\P) (gebruik ge-
volg 2.2.3 ). Wegens definitie 2.2.5 bestaat dan een Hasisy) vanV zodanig datp =
vect{e;}, g = vect{e;} enr = vect{e; + &}. Dan stuurtag : P(V) — PY(K), vect{e;} op
vect{(1,0)}, vect{ey} op vecf(0,1)}, en vecfe; + e} op vec{(1,1)} (zie hoger).

Bijgevolg geldt: og = P(F) metF € .Z(V;K?) bepaald dooF (e;) = (1,0), F (&) = (0,1)

= 0g(s) = og(vect{he; + ke,})
— vect{F (hey + kep) }
= vect{(h,k)}

= CR(p,q,r,8) = pa(S)
= ¢ Y(os(9))
= ¢~ Y(vect{(h,k)})

wegens de definitie vag : KU {o} — P(K) (zie hoger) O

Gevolg 1. Zij A = (a1,a) een willekeurige basis vanV .
Zij p = vect{x}, g=vect{y}, r = vect{z}, s=vect{t}. Dan geldt:

_ det(xa,za) - det(ya, ta)
 det(xa,ta) - det(ya, za)

CR(p,q,r,s) (alss# p)

(als s= p,CR(p,q,r,s) = «)

t
Bewijs. Noteerxa = X y YA = i yZA= “ th= !
X2 Y2 rz) t2

p# q= (x,y) is ook een basis vavi (verklaar)

=3dJa,feK:z=ax+By,dy,0 cK:t=yx+dy

=G ()=o)
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Cramer det(za,ya) det(Xa,za)
=0 = =

detxa,ya) P det(xa,ya)

_ det(ta,ya) 5 det(xa,ta)

det(Xa,ya) det(xa,ya)

(Merkopdatr 9= a #0,r £ p= #0)
Stele; = ax, e =By

Dan geldt:p = vect{e; },
q=vect{e},
r = vect{e; + e}

_vect Yo, + 2
ens_vect{ae1+ Bez}
— % alsd #£0, d.w.z.s#p

alsd=0,dw.z.s=p
waaruit de gevraagde formule volgt. O

y.s
Stelling 3= CR(p,q,r,5) =4 * P

Gevolg 2. (verband met de deelverhouding van collineaire punten opafiiene rechte) Zij
p,q,r,s (met p£ q#r # p) punten op een affiene rechte X over V en ziKi— P(V') de
inbedding van X in haar projectieve uitbreiding P (zie stgl2.6.1). Dan geldt:

DV(a,r,s)

CR(i(p),i(q),i(r),i(s)) = DV(p,r,s)

(alss# p)

(@ls s= p, CR(i(p),i(q),i(r),i(s)) =)

Bewijs. (p,q) is een affiene basis vat= (p,q). Kiesxo = p, y5 € V'\V (cfr. stelling 2.6.1).
DanisA= (a1 = q— p,ax = Y;) een basis vai’.

i(p) =vectyo+(p—x0)} = vec{yo} = vec{ay}
i(q) =vec{y,+(q—x0)} =vectly,+(q—p)} =vect{a;+ay}

re(p,g =3IlackK: r=(1-a)p+aq (a¢{0,1},daarp#r#q)
se(p,g) =3I'PBeK: s=(1-B)p+pBq

i(r) =vec{yp+(r—xo)} =vec{ys+a(q—p)} =vecf{aa;+ay}
i(s) =vecyp+(s—x)} =vecyo+B(q—p)} =vectPas+ay}

det(O a) det(1 B)
gevl . . : H 11 t 1
= CR(i(p),i(q),i(r),i(s)) =

det(O B) det(1 a)
11 11
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r—p=a(d-p)
s—p=pB(ad—p)

:>S—p=§(r—p)

s—q=(s—p +(p—a)=(B-1)(a—p)
—q=(r—-p+(p-a)=(a-1)(Qq-p)
1
=S Q<—-E;——i(r Q)
=DV(q,r,s) 5_1

Besluit:

O

Gevolg 3. Zij g, r en s punten op een affiene rechte X over V mgtrgen zij { p} = oo(X).
Zij ¢ : XUoo(X) — P(V’) zoals in stelling 2.6.1 . Dan geld®R(¢(p),¢(q),¢(r),d(s)) =
DV(q,r,s)

Bewijs. (g,r) is een affiene basis vat. Kiesxy =q, yy € V' \V (cfr. stelling 2.6.1). Dan is
A= (ay =r—q,a =Y;) een basis va¥’.

¢(p) =vect{r—q} =vect{a; } (verklaar)
¢(q) =i(q) =vectlyp+(q—xo)} =vecyp} =vect{ap}
¢(r) =i(r) =vect{yp+(r—xo)} = vect{a; +ap}
= (¢(p),d(q),d(r)) is projectieve basis van(?’)
¢(s) =i(s

= vect{yy+ (S—Xo)}
= vect{yg +A(r —a)}
=vec{Aa +ay}

waarA =DV(q,r,s)

Oefening. Zij (p,q,r,s) vier verschillende punten op een projectieve rechte. Dédt:ge

(CR(q,p,1,9)*
(CR(p,a,s,1))*
1-CR(p,r,q,9)

CR(p,q.r,s)

Leid hieruit CRi(p), 11(q), ri(r), 11(s)) af voor elkerte S({p, q, 1, S}).
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Oefening. Vind een alternatief bewijs van stelling 2, steunend op tge8o

Oefening. (cfr. gevolg 3)p, g enr op een affiene rechié, {s} = o (X), p#q#r#p

= CR(¢(p), 6(q),¢(r),¢(s)) =DV(r,q,p)

Voor het vervolg van deze paragraaf onderstellen we dat ¥ 0 in K.

Definitie 3. Zij p, g, r en s vier verschillende punten op een projectieve rechtet gdnten-
viertal (p,q,r,s) heetharmonischindien CR(p,q,r,s) = —1. Men zegt ook dat Barmonisch
toegevoegds aanrt.o.v. penq.

Voorbeeld 1. (verifieer als oefening)
Zij q, r ens 3 verschillende punten op een affiene reckiteij {p} = «(X). Het puntenviertal
(¢(p),d(q),d(r),d(s)) is harmonisch= qis het midden van het segments].

Voorbeeld 2. (verifieer als oefening)
Analoog p, g enr drie verschillende punten op een affiene reckteZij {s} = «(X), dan is
(¢(p),d(q),9(r),¢d(s)) harmonisch= r is het midden van het segmept g].

Zekere figuren, zoals een “volledige vierhoek”, leverem@iische puntenviertallen.

Definitie 4. Eenvolledige vierhoekn een projectief viale(V) is een figuur gevormd door vier
punten ab, c, d die een projectieve basis v&(V) vormen en de zes verbindingsrechtarb),
(c.d), (a,d), (b,c), (a,c) en(b,d).

a d

Figuur 2.5: een volledige vierhoek

Stelling 4. Zij {p} = (a,.b)n{c,d), {a} = (a.d)N(b,c), {r} = (a,c)n(b,d), {s} =(a,c)N
(p,q) in de volledige vierhoek hierboven. Dan(&c,r,s) een harmonisch puntenviertal.
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Bewijs. X=P(V)\ (p,q) is een affien vlak. InX zijn a, b,c end de hoekpunten van een
parallellogram (verklaar).

= r is het midden vara, c] en{s} = «((a,c))

.2 a,c,r,s) harmonisch. O
Gevolg 4. Zij in de figuur hierbover{t} = (a,d) N (p,r). Danis ook(a,d,t,q) een harmonisch
puntenviertal.

Bewijs. Vind een perspectiviteit diéa, c,r,s) op (a,d,t,q) stuurt en gebruik stelling 2. (Vind
00k nog andere harmonische puntenviertallen). O

Toepassing. Leid uit het voorgaande een constructie af voor het paantharmonisch toege-
voegd aan een gegeven puymtt.o.v. gegeven puntep; en py. (p1, p2 €n ps collineair en
verschillend).

Uit stelling 1 (of stelling 2) kunnen we afleiden dat een projgteit van een projectieve
rechte harmonische puntenviertallen op harmonische puettallen stuurt. Het merkwaardige
is dat, 0.a. in het reéle geval, het omgekeerde ook geldt. i[2ien bijzonder geval van een
meer algemene stelling van Von Staudt.)

Stelling 5. ZijV een reéle vectorruimte met dimensie 2 emziP(V) — P(V) een bijectie met
de eigenschap

(a,b,c,d) harmonisch inP(V) = (m(a), ri(b), ri(c), 7(d)) harmonisch inP(V).

Dan is 1T een projectiviteit variP(V).

Bewijs. Kies een projectieve basid= (p,q,r) van RV)

= PAQAT#D
= 1i(p) # 11(q) # 7(r) # 1(p)
= n(B) = (n(p), m(q), 11(r)) is een projectieve basis var\P).
Zij m € PGL(V) de unieke projectiviteit van (%) die B op r1(B) stuurt. We willen tonen dat
m=Tr.

(M) tom: PV) — P(V)

is een bijectie did bewaart. Stef = pgo (1) 1o 1mo pg ! metpg : P(V) — RU {0} zoals in
definitie 1. Verifieer daf (0) =0, f(1) = 1, f(c0) = c zodat de bijectie

f:RU{o} - RU{o}

kan beperkt worden tot een bijectie= f|g : R — R. Het volstaat nu te tonen dgt= 1,
immers dan volgt (verklaar) dét= 1p .y en () tom= 1pw), en dusm= 1 € PGL(V).
Daartoe volstaat weer te tonen dpeen automorfisme is van het veRl (vergelijk met het
bewijs van stelling 1.2.5).

L gix+y)=9(x)+9(y) VxYyeR
Zij X,y € R (willekeurig)
Wegens voorbeeld 1 i§p (), (X5¥),9(x),¢(y)) en harmonisch puntenviertal van
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PY(R), waar
¢: Ru{o} —  PY(R)
R>a ~— vecf{(a,1)}
00 — vect{(1,0)}
Merk op dat

pof =¢dopgo(m)tomo pgt
oB U§10¢

:050(71!)7107Toaglo¢

stelu
met og zoals in definitie 1. Omdads : P(V) — PY(R) een projectief isomorfisme is,
m: P(V) — P(V) eveneens, en: P(V) — P(V) een bijectie is die harmonische punten-
viertallen bewaart, igt : PY(R) — P*(R) eveneens een bijectie die harmonische punten-
viertallen bewaart.
Bijgevolg geldt, door toepassing vanop (¢ (), ¢ (55¥), ¢ (x), ¢ (y)):

(ectn.o (1(25)) ettooniion)

is een harmonisch puntenviertal vah(IR).
Bijgevolg hebben we CRrect{(1,0)},vect{(y,1)},vect{(a,1)},vec{(B,1)}) = -1

omdatg (f () = ¢ () =vect{(1,0)}, ¢ (f (*3)) =vect{(y, 1)}, § (f(x)) =vect{(a,1)}
eng(f(y)) =vect{(B,1)} voor zekerex, 3,y € R. Wegens gevolg 1 (mét de gewone

basis varR?)
det(1 a) det(y B)
0 1 11

= :V_B:_l
y—a

det(1 B) det(y a)
0 1 11

_a+B
T2

Leid hieruit af datf (X5Y) = T "en dus, daax, y € R, dat

g<xzy> _ g(X)erg(y)

=Y

l.h.b. (neeny =0): g(%) = 29(x) daarg(0) =0
Besluit: g(x+y) = g(X) +9(y) VX, yeR

2.9(x-y)=g(x)-gly) VYxyeR
Zij x, y € R (willekeurig).
Toon eerst aan datx € R\ {1,—1} het puntenvierta( (1), (x?),9(X),$(—x)) har-
monisch is. Zoals in stap 1 van het bewijs volgt dan:
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is harmonisch. (verklaar)
Leid hieruit af dat:

Pas dit nu toe op+Yyi.p.v. X

zstipl

(F(x) + f(¥)?
"2 (x2) 4 2f (xy) + F(y2)

F((x+y)?) = (f(x+y)
maar ook= f(x* 4 2xy+y?)

Hieruit volgt dus datf (xy) = f(x)f(y) X,y € R (verklaar)
Besluit: g(x-y) = 9(x) - 9(y) VX, yeR

gis dus een automorfisme van het v@ld= g = 1g O

2.8 Projectieve kegelsneden en de stelling van Pascal

We besluiten dit hoofdstuk met een korte studie van kegdsmén een projectief vlak. Dit met
een dubbel doel:

1. we constateren dat de projectieve classificatie van &egeén in het uitgebreide affiene
vlak veel eenvoudiger is dan de affiene classificatie.

2. we leiden een merkwaardige stelling van Pascal af, digeléng van Pappus veralge-
meent.

Definitie 1. Zij P(V) een projectief vlak en zij gV — K een niet-nulle kwadratische vorm
op V. De (projectievekegelsnedeZ2,, geassocieerd mey, is de deelverzameling va?(V)
gedefinieerd door:

2q = {vect{v} € PV) | q(v) = 0}

Opmerkingen. 1. q(v)=0<q(Av) =0 VA €K\ {0} (verklaar)

2. Is RV) een 3-dimensionale projectieve ruimte, dan kan men op fdiezedanier (projec-
tieve) kwadrieken definiéren: zie literatuur.

Eigenschap 1.Zij B = (p1, pz, P3, Pa) €en projectieve basis vdrV).

Zij E = (e1, e, e3) een basis van V met p- vect{e; }, p» = vect{e,},

ps = vect{es}, ps = vect{ T2, &}. Dan is de homogene vergelijking va#, t.o.v. de projec-
tieve basis B van de vorm:

3
Z gij%xj =0 met[g;;] = Mate (q)
i,j=1

3 3
(d.w.z.vect{_zlxie.} ) 19inin =0)
i= L=

Bewijs. (oefening) O
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We zullen deze algemene vergelijking van een (projectikggglsnede herschrijven als
f1XE + 236 + faxaxo + faXaXs + foXoXs + fex§ =0

(na substitutief; = g11, f2 = 22, f3 = 2010, f4 = 2013, f5 = 2023 en fg = gz3 ) omdat dit ook
de gedaante is, die we bekomen als we een (affiene) kegelsnede

f]_X% + fzx% + faxgxo + fax1 + fsxo + fg = 0in RZ

uitbreiden met haar punten epen beschouwen als (projectieve) kegelsnede{iRP— R?U
0o (R?) = R2 met:

P?(R) = {vect{ (x1,X2,1)} | (x1,%2) € R?} U {vect{(x1,x2,0)} | (x1,%) € R?\ {(0,0)}}

Voor de eenvoudige classificatie van de kegelsnedef(iR Rerwijzen we naar oefening 2.9.18
op het einde van dit hoofdstuk.
Om de belangrijke stelling van Pascal voor te bereiden, jpewiwe eerst

Stelling 1. Zij a, b, ¢, d en e vijf verschillende punten in een projectief Bl ) waarvan geen
vier collineair zijn. Dan bestaat er juist één kegelsneden P(V) die a b, c, d en e bevat.

Bewijs. ab, cend zijn niet collineair. We kunnen het geval waar 3 van deze 4qunollineair
zijn vlug afhandelen. Zijn bijvoorbeela b enc collineair, dan is2 noodzakelijk de “ontaarde”
kegelsnedea,b) U (d,e) (verklaar). Onderstel dus nu: geen 3 van de 4 puaténc end zijn
collineair. Dan is(a,b,c,d) een projectieve basis van\P). Bijgevolg bestaat er een basis
(e1,€2,€63) vanV meta = vect{e;}, b = vect{e;}, ¢ = vect{es} end = vect{3?> ;6}. De
gezochte kegelsned@ heeft dan een homogene vergelijking van de vorm (zie hoger):

f1XE + 236 + faxaxo + faXaXs + foXoXg + fex§ =0

We drukken uit dag, b, c,d, e= vect{zf;1 aia} € 2. Dit levert achtereenvolgens

f1=0
f,=0
f6=0

fi4+fo+fa+ 4+ f5+fg=0
fraf + f2a3 + faauaz + facuaz+ fsoaaz+ feas = 0

fi=f,=1=0
of fs+ f4+f5=0 (S)
faaiao + f4on03+ fsaxa3 =0

Bekijken we het stels€lS). Minstens 1 van de 3 determinanten

1 1 1 1 1 1
A]_:det< ),A22d8t< ),A32d8t< )
ai02 Q103 a102 Qaz03 a,03 Qax03

is verschillend van 0. (bewijs dit als oefeninly; = A, = Az = 0 zou impliceren da¢ samenvalt
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met één van de andere punten) Zij bijvoorbef]d# 0, dan beschrijven wgs) als

1 1\ (6 [ %
o, aiaz) \fa)  \—fsanas

lossen we dit op naafiz en f4, dan vinden we:

—fs 1
det
—fsaza3 Q103 —fsaz(a1—ap)  fsasz(ag—ap)
det/\; ai(az—ay) a1(a2 —as)
1 —f
det >
aioy —fsaz03 —f5C{2(C{3— al) f5C{2(C{3— al)
detA; 01(03— az) 01(0{2—0{3)

= 2= a3(a1— a2)XpXe + 02(as — a1)Xaxz + 01(az2 — az)Xoxz =0 (%)

(waaromfs #£ 0?) (Merk op dat de andere gevallén£ 0, Az # 0 ook tot dezelfde vergelijking
leiden!)
Besluit: 2 is de enige kegelsnede dieb, c, d ene bevat. O

Stelling 2. (Pascal)
Zij a, b, c,d, e en f zes verschillende punten in een projectief A@k), waarvan geen vier
collineair zijn. Zij{p} = (a,b) N (d,e), {q} = (b,c)n (e, ), {r} = (c,d) N (f,a). Dan geldt:

p, g enr collineair

< J kegelsnede? in P(V) meta, b, c,d, e, f € 2

(deze kegelsnede is bovendien uniek)

Figuur 2.6: Pascal
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Bewijs. 1. De “niet-ontaarde” situatie.
Onderstel dat geen 3 punten ondeb, ¢ end collineair zijn.
Danis(a,b,c,d) een projectieve basis varf\P).
= 3 basis(er,e,e3) vanV meta = vec{e;}, b = vec{e;}, ¢ = vect{es} end =
vect{s? ,e}. Zij, volgens stelling 1,2 de unieke kegelsnede di&b,c,d ene=
vect{ 3 , aig } bevat. Deze heeft vergelijking) (zie hoger).
We bepalen nyp, g enr.

{p} =(abyn(d.e

= P(vect{er, e}) NP (vect{ia, _iaia })
=P (vect{el, &} mvect{ie'., iaia })

Een eenvoudige oefening van lineaire algebra toont daterioey)
3

3
vect{ey, e} mvect{zleo,, _Zlaia } =vect{(az—01)e1 + (a3 — az)ex},

zodatp = vect{(az — ay)er + (a3 — az)ex}.
Analoge berekeningen tonen aan dat, fals vect{ Zi3:1Bie| }: (oefening)

q=vect{(axB1— a1B2)€ + (a3f1— a133)€3} enr = vec 61 + €, + B33}
Dus zijn p, g enr collineair als en slechts als de drie vectoren

(a3 —ap)er+ (a3 —az)ep,
(a2B1— a13)e + (a3f1 — a133)es lineair afhankelijk zijn inV.
enfrer + e + Paes

Dit is equivalent met

az—aq 0 B>
det| a3—a2 afi—a1fz B | =0
0 oz3f1—a1fz B3

& az(a1— 02) B2+ az(az — a1) BBz + ar(a2 — a3) B3 = 0
s fe2
< ab,cdefe2
(verklaar alle stappen.)

2. Het “ontaarde” geval.
Onderstel dat er 3 collineaire punten bestaan oadbyc end. Bijvoorbeeld onderstel
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a, b end collineair (werk zelf de andere gevallen uit).
In dit geval geldt:

{p} =(abyn(d,e) = {d} = p=d
{r}= <C,:dp>ﬁ<f,a> = (p,r) = (c,d)

(&) Onderstep, g enr collineair

= ge(pr) =(cd) ~q=c
ookg e (b,c) (per definitie) = ¢, eenf collineair
Maar ookq € (e, f) (per definitie)
= a, b, c,d, e fop de ontaarde kegelsnede bestaande uit de re¢hten(waarop
d) en(e, f) (waaropc).
(b) Ondersteh, b, c,d, e, f € 2 met2 een kegelsnede van het viakb.
Daara, b end collineair zijn, moet2 bestaan uit 2 verschillende rechten. (verklaar)
= ¢, een f collineair. (waarom?)

= {p} = (abn(de = {d}
{q¢ = ({boenef) = {c} ;=pqrcollineair.
en {r} = (cdyn(f,a) c (cd)

O

Oefening. Leid de projectieve stelling van Pappus (stelling 2.4.1)iafle stelling van Pascal.
Formuleer ook de omgekeerde stelling van Pappus die oolesitadling van Pascal volgt.

Opmerking. Men kan de dualiteit van(®') definiéren die een kegelsnede “invariant” laat (zie
literatuur). Zulkepolariteit stuurt dan een punp6ol) op zijn poollijn t.o.v. die kegelsnede
(en vice-versa). De duale stelling van de stelling van Rasckan de zogenaamdelling van
Brianchon Zoek deze op.

2.9

1.

Oefeningen bij hoofdstuk 2

Construeer het kleinste axiomatisch projectief viakmS@oemt men dit hdtano-vlak.
Kan je homogene codrdinaten invoeren in dit viak?

. Is het mogelijk om in het Euklidische vlak> 3 punten te kiezen zodanig dat elke rechte

door twee van de punten een derde gekozen punt bevat? Zijn er veel mogedigttiz

. Bewijs dat in een projectief vlak alle rechten hetzelfdatal punten hebben. Dit aantal

noemen we derde van het projectief vlak. Onderstel dat het vlak in kwestiedae
orden heeft. Hoeveel rechten gaan er door een vast punt? Hoewetgpzijn er dan in
dat projectief vlak? Hoeveel rechten?

Ga na of er al dan niet axiomatische projectieve vlakkemkn bestaan met volgend
aantal punten: 121, 111, 112, 212, 222.
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5.

10.

11.

12.

Wat als men in vorige oefening het woord “axiomatischeglaat? Voor welke eindige
orden bestaan er zeker projectieve viakken?

Definieer een verzameling := {po, p1,-.-, P12} van punten en een verzameliggy:=
{Ro,Ry,...,Ri2} van rechten. We spreken af dat een ppnbp een recht®; ligt als en
slechts als+ j =0, 1,30f 9 mod 13. Verifieer dgt??,#) een (axiomatisch) projectief
vlak definiéren. Geef codrdinaten aan de punten van dit Wak. dit vlak geidentificeerd
worden met een projectief vlak over een vectorruimte? Zoyar dewelke?

ZijV een vectorruimte van dimensie3. Bewijs datA C P(V) een projectieve deelruimte
is vanP(V) als en slechts als

Va,b € A:proj{a,b} C A

BestudeeP3(FF,). Hoeveel punten, rechten en vlakken heeft deze ruimteuBest de
doorsneden van deelruimten van deze ruimte in functie vardiaensie.

Op de eenheidssfe&f := {(x,y,2) | ¥* +y* + Z2 = 1} vanR® kan men volgende equiva-
lentierelatie definiéren:
X~y <= X=1y

Bepaal aan de hand van de constructie van definitie 2.2.1 ipetido® vanP?(R) naar
het quotiénts’/.. Wat zijn de beelden van de rechten \R#R) door ®? Hoe zou je
een topologie plaatsen &3(R)? IsP?(R) Hausdorff, samenhangend, compact, ... voor
deze topologie?

Toon aan dat, wanneer je in de definitie van een axionhagisgjectief viak axioma (P3)
vervangt door (P3)": “Elk punt ligt op tenminste 3 rechtej® ,een equivalente definitie
krijgt.

Uit de theorie weet je dat een hypervidkvan een projectieve ruimt(V) overeenkomt
met een pun* van de duale ruimtB(V*). Zij U een (projectieve) deelruimte va{V ).
Bewijs dat

U*={H"| H hypervlak varP(V) enU C H}

Zij (L, <) een partieel geordende verzamelifig.<) heet eertralie indien voor elk paar
X,y € L een kleinste bovengrens/y en een grootste ondergrexs y bestaat. Bewijs dat
de verzameling van alle projectieve deelruimten RP@vi) met de inclusie als orderelatie
een tralie vormt. Men noemt dit dealie geassocieerdnetP(V).

Met elke tralie(L, <) kan men eeduale tralie (L*, <*) definiéren door te stelleln* = L
enx <*y <=y < x Twee traliesL, <) en(L’,<’) hetenisomorf indien er een bijectie
f : L — L' bestaat met de eigenscheapy e L: f(xVy) = f(x) V' f(y) en f(xAy) =
f(x) A" f(y). Toon aan dat de tralie geassocieerd P&t*) isomorf is met de duale van
de tralie geassocieerd nmetV).

Construeer een projectief vliak van orde 4 (d.w.z. metrigsuop elke rechte).
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13. Zij X een affiene ruimte el een affiniteit vanX. Je kanX uitbreiden tot een projec-
tieve ruimte met de bijecti@ : X U (X) — P(V’) gegeven in stelling 2.6.1 . Volgens
stelling 2.6.4 bestaat er een unieke afbeelding PGL(V') met rijp) = P(L¢) en
moi =io f. Bewijs datf een dilatatie is als en slechts &1 o 1o D) loo(x) = Loo(x)-

14. zZijmr: P(V) — P(V*) een projectief isomorfisme en definieer

Dn: ? — 2:Q— () &(m(q))
aeQ

Waarbijé : P(V*) — & :vect{ f } — P(kerf). Bewijs datD,; de eigenschappen heeft
van de afbeeldind uit stelling 2.5.3.
Omgekeerd, voor welkais D; = D?

15. Op een blad papier staan twee (stukken van) rechtenegetellie elkaar snijden buiten
het blad. Je moet een derde rechte tekenen die door hetrsnignude andere twee loopt.
Vind een constructie.

16. Zij a1, ap, az enay vier affiene punten waarvan de eerste 3 verschillend zijres keien
affiene basis en zi; de affiene codrdinaten van de puntgn.o.v. die basis. Door een
laatste codrdinaat gelijk aan 1 toe te voegen aan die caiiegin kunnen we overgaan
op projectieve codrdinaten. Toon aan dat de dubbelverhgudin die 4 punten gegeven
wordt door volgende formule:

(X3 —X1)(Xa —X2)
(X3 —X2)(Xa —X1)

17. In een axiomatisch projectief vigk?, #’) van orden > 1 beschouwt men een verzame-
ling Q vann+ 1 punten met volgende eigenschappen:

e Geen drie punten va@ zijn collineair;

¢ \Voor elkeq € Q bestaat er een unieke recfitec . metTyN Q= {q}.

(a) Bepaal de verzameling= {#(RNQ) | Re .Z}.
(b) Geefvoor elke € | het aantal rechteR € . met RN Q) = 1.

18. Zijq:V — K een kwadratische vorm op een eindigdimensionale vectotely. De
verzamelingZy := {vect{v} | q(v) = 0} C P(V) noemt men derojectieve kwadriek
geassocieerd met Als P(V) van dimensie 2 is, spreekt met varojectieve kegelsnede
Derang van 2 is de rang vam verminderd met 1. We bestuderen de kegelsneden van
rang 2 inP?(R).

(a) Toon aan dat je, door een goede basis te kiezen, de ydrgelran een kegelsnede
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van rang 2 steeds kan terugbrengen tot één van de volgenaenor

0

0 (1)
X —x5—-x3=0 2)

0

(b) De niet-lege projectieve kegelsneden kunnen enkel @or¢h) en (2) aannemen en
bovendien kan (2) in (1) getransformeerd worden door deordlgvan de basis-
punten te veranderen. Besluit dat alle niet-lege projeetieegelsneden van rang 2
in P2(R) projectief equivalentijn.

(c) Geef een beschrijving van de reéle affiene kegelsnederavey 2 aan de hand van
het aantal “punten op oneindig” van hun projectieve uittire.

19. In het Euklidische viaR? hebben alle cirkels een vergelijking van de vorm
X2 +y?+mx+ny+p=0

We kunnenR? inbedden inC? dat we dan (als affiene ruimte over zichzelf) uitbreiden
tot P?(C) door toevoeging van een “rechte op oneindig” met vergelijki = 0. De
verzamelingen van punten v&4(C) die voldoen aan een homogene vergelijking van de
vormx?+y? +mxz+ nyz+ pZ = 0 noemen we ookirkels. Merkwaardig is dat sommige
punten van het complexe projectieve vlak behoremlletcirkels. Bepaal de twee punten
van de rechte = 0 die op alle cirkels liggen. Men noemt gzgclische puntenen noteert
zekenl.

Als men inR? twee rechterA enB heeft die elkaar snijden in een putkunnen we de
projectieve puntea = ¢ (o(A)) enb = ¢ (o(B)) beschouwen en stelt men

Z(A,B) = % Log CRk,l,a,b)

Toon aan dar/(A, B) overeenkomt met de gebruikelijke Euklidische hoek tusseredh-
tenA enB. [HINT: goniometrische vorm van een complex getal.]

Opmerkingen: De logarithme werd met een hoofdletter genoteerd omdat aplexe
logarithme eigenlijk niet goed gedefinieerd is doorgfaten periode &i heeft. Je zal dit
volgend jaar in detail zien in de cursus complexe analyse.

Deze definitie laat toe om ook hoeken te definiéren in nietlifiskhe vlakken. De
formule blijft dezelfde maar de puntdnen| worden anders gedefinieerd (zie cursus
Differentiaalmeetkunde).



