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1 Lineaire Algebra 
Dit hoofdstuk behandelt de matrixrekening. Matrices spelen een belangrijk rol in de 

gegevensverwerking maar is ook een belangrijk instrument om problemen te analyseren die 

gelijkaardig zijn aan het oplossen van vergelijkingen. Het laat immers toe om de oplossingstechnieken 

voor het oplossen van vergelijkingen uit te breiden om meerdere onbekenden tegelijkertijd te 

berekenen. Verder vormt de matrixrekening de basis van de analytische meetkunde. 

1.1 Matrices 
Laten we starten met een voorbeeld die toelaat om de gegevens te verzamelen in een matrix. Een 

matrix is immers niets meer dan een tabel aan gegevens waarbij de kolommen een bepaalde betekenis 

hebben alsook de rijen. De afspraak wordt gemaakt dat de kolommen geassocieerd worden tot een 

grootheid die men wenst te berekenen, terwijl de verschillende rijen een overeenkomst houden met 

data die beschikbaar is. 

1.1.1 Voorbeeld 
Onderzoekers wensen een dieet op te stellen dat goedkoop is maar toch aan bepaalde 

basisvoedingswaarden voldoet. Conform een markt wordt de prijs van een dergelijk dieet op voorhand 

bepaald maar wenst men ook vooraf te bepalen hoeveel ijzer, vezels, vitamine C aanwezig dienen te 

zijn om een gezond dieet aan te bieden. 

Onderstel dat men het dieet kan samenstellen uit volgende voedingsartikelen: krentenbollen, 

volkoren, meergranenbrood, wilde bosbessen. De doelstelling is om de hoeveelheid van elk 

voedingsartikel per 100g te berekenen opdat de randvoorwaarden in termen van prijs en hoeveelheid 

ijzer, vezels en vitamine C voldaan zijn. 



Hoofdstuk 1: Lineaire Algebra 
 

 

 
4 

De volgende dagelijkse voedingsrichtlijnen gelden: vezels (32g), Vitamine C (188mg) en ijzer (10mg). 

Verder weten we ook dat per 100g krentenbollen de volgende hoeveelheid voedingstoffen bekomen: 

5g vezels en 1.8mg ijzer. Voor 100g volkoren bekomen we 3g vezels, 60 mg vitamine C en 1.8mg ijzer. 

Per 100g meergranen geldt 2.8g vezels, 15.5mg vitamine C en 1.86mg ijzer. Tot slot, per 100g wilde 

bosbessen halen we 4g vezels, 30mg vitamine C en 0.18mg ijzer. De prijs per 100g voor elk product is 

respectievelijk voor krentenbollen, volkoren, meergranen en bosbessen 0.4, 0.3, 0.35 en 0.45 euro. De 

richtprijs werd vastgelegd op 3.5 euro. Men wenst te bepalen hoeveel porties van 100g men nodig 

heeft per voedingsmiddel. 

Om de gegevens in een tabelvorm te plaatsen, lijsten we eerst de verschillende variabelen op waar er 

gegevens over beschikbaar zijn: porties van 100g krentenbollen, porties van 100g volkoren, porties van 

100g meergranenbrood en porties van 100g wilde bosbessen, hoeveelheid vezels, hoeveelheid 

vitamine C, hoeveelheid ijzer en prijs. Deze zijn variabelen omdat de gegevens kunnen gevarieerd 

worden naargelang de beschikbaarheid van de informatie. 

De variabelen waar we een berekening voor willen maken heten we onbekenden, terwijl de andere 

variabelen gegevens aanleveren. De onbekenden stoppen we in verschillende kolommen van de tabel, 

terwijl de gegevens in de rijen staan zoals geïllustreerd in Figuur 1. 

 Porties krentenbollen Porties 
volkoren 

Porties 
meergranenbrood 

Porties wilde 
bosbessen 

Vezels (g) 5 3 2.8 4 

Vitamine C (mg) 0 60 15.5 30 

Ijzer (mg) 1.8 1.8 1.86 0.18 

Prijs (euro) 0.4 0.3 0.35 0.45 
Figuur 1: Gegevenstabel of matrix voor het dieetvoorbeeld. 

1.1.2 Definitie matrix 
Een rechthoekige tabel van reële getallen georganiseerd in ά rijen en ὲ kolommen noemen we een 

matrix van orde ά  ὲ. We noteren: 

ὃ

ὥ ὥ ȣ ὥ
ὥ ὥ ȣ ὥ
ể ể Ệ ể
ὥ ὥ ȣ ὥ

 

Er mogen zowel vierkante haakjes [.] als ronde haakjes (.) gebruikt worden. De getallen in de matrix 

worden elementen genoemd en de positie heet de index. In dat geval bekomen we ὥ  het element 

van de matrix ὃ met index σȟτ die gevonden wordt op de derde rij en vierde kolom. 

De orde van de matrix wordt uitgedrukt aan de hand van twee veelgebruikte notaties: 

ὃᶰᴙ  of ὃᶰὓ ȟ ᴙ  

De notatie die gebruikt wordt hangt af van het boek dat je gebruikt. Wetenschappelijke notaties 

hangen vaak af van de literatuur, land of zelfs de tijd waarin het boek geschreven werd. 

Het voorbeeld in paragraaf 1.1.1 levert een matrix op van orde τ τ. 
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1.1.3 Speciale matrices en matrixbenamingen 
Aangezien sommige matrices vaak voorkomen wordt een specifieke naam voor deze gereserveerd. 

Deze matrices hebben vaak een specifieke vorm en hun naam levert reeds informatie op wat de 

specifieke element zijn die je mag verwachten. 

De nulmatrix van orde ά ὲ is een matrix met ά rijen en ὲ kolommen waarvan elk element het getal 

0 is. Bijvoorbeeld, de nulmatrix van orde σ τ wordt gegeven door: 

ὕȟ

π π π π
π π π π
π π π π

 

met notatie ὕȟ. 

Een vierkante matrix heeft een orde waarbij ά ὲ. 

De hoofddiagonaal van een vierkante matrix van orde n x n is de lijst van getallen met een gelijke index 

ὲȟὲ zodat voor een υ σ matrix we de volgende hooddiagonaal onderscheiden: ὥ ȟὥ ȟὥ . 

Een diagonaalmatrix is een vierkante matrix die alleen niet-nul elementen op de hoofddiagonaal heeft. 

Bijvoorbeeld, een diagonaalmatrix van orde σ σ wordt gegeven door 

τ π π
π χ π
π π “

 

Een bovendriehoeks- en onderdriehoeksmatrix is een vierkante matrix wiens elementen boven en 

respectievelijk onder de hoofddiagonaal nul zijn of 

ὥ π ÖÏÏÒ Ὥ Ὦ ÖÏÏÒ ÅÅÎ ÂÏÖÅÎÄÒÉÅÈÏÅËÓÍÁÔÒÉØ 

ὥ π ÖÏÏÒ Ὥ Ὦ ÖÏÏÒ ÅÅÎ ÏÎÄÅÒÄÒÉÅÈÏÅËÓÍÁÔÒÉØ 

Een specifiek voorbeeld van een bovendriehoeksmatrix wordt gegeven door 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợρ χ ς

σ

ρπ
π τ ω “

π π
ς

ω
πỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Het volgende voorbeeld is een onderdriehoeksmatrix 

ρ π π
ρ ς π
ρ ρ σ

 

Een eenheidsmatrix is een diagonaalmatrix waar de hoofddiagonaal alleen elementen bevat die 1 zijn. 

Als voorbeeld beschouwen we de eenheidsmatrix van orde υ υ: 

Ὅ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ π π π π
π ρ π π π
π π ρ π π
π π π ρ π
π π π π ρỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

De notatie Ὅ wordt typisch gebruikt voor de eenheidsmatrix. 
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1.1.4 Rekenregels voor matrices: som 
Onderstel twee matrices ὃȟὄ die van dezelfde orde ά ὲ zijn. De som ὃ ὄ is opnieuw een matrix 

van de orde ά ὲ zodat de elementen bepaald worden door de som van de elementen van matrix ὃ 

en matrix ὄ. Dit leidt tot volgende berekening: 

ὃ

ὥ ὥ ȣ ὥ
ὥ ὥ ȣ ὥ
ể ể Ệ ể
ὥ ὥ ȣ ὥ

ȟὄ

ὦ ὦ ȣ ὦ
ὦ ὦ ȣ ὦ
ể ể Ệ ể
ὦ ὦ ȣ ὦ

 

zodat de som ervan gegeven wordt door 

ὅ ὃ ὄ

ὥ ὦ ὥ ὦ ȣ ὥ ὦ
ὥ ὦ ὥ ὦ ȣ ὥ ὦ
ể ể Ệ ể

ὥ ὦ ὥ ὦ ȣ ὥ ὦ

 

Als voorbeeld beschouwen we matrices ὃȟὄ van orde σ ς gegeven door 

ὃ
ρ σ τ
π ς φ

ȟὄ
ς χ τ
ρ π σ

 

zodat de som berekend wordt als 

ὅ ὃ ὄ
ρ τ π
ρ ς ω

 

De volgende eigenschappen zijn geldig voor de optelling van 2 matrices ὃȟὄ: 

¶ De optelling is commutatief: ὃ ὄ ὄ ὃ 

¶ De optelling is associatief: ὃ ὄ ὅ ὃ ὄ ὅ 

¶ De optelling heeft een neutraal element gegeven door de nulmatrix ὕ ȟ  zodat ὃ ὕ ȟ ὃ 

1.1.5 Rekenregels voor matrices: scalaire vermenigvuldiging 
Een scalaire vermenigvuldiging duidt de vermenigvuldiging aan van een matrix ὃ met een reëel getal 

ὶɴ ᴙȢ De scalaire vermenigvuldiging werkt elementsgewijs zoals de optelling: elk element van de 

matrix wordt vermenigvuldigd met ὶȢ Bijgevolg vinden we: 

ὶȢὃ

ὶὥ ὶὥ ȣ ὶὥ
ὶὥ ὶὥ ȣ ὶὥ
ể ể Ệ ể
ὶὥ ὶὥ ȣ ὶὥ

 

Als illustratie nemen we matrix ὃ uit paragraaf 1.1.4 en vermenigvuldigen deze matrix met ὶ σ, 

we vinden: 

σὃ
σ ω ρς
π φ ρψ

 

Bovendien laat de combinatie van de som en de scalaire vemenigvuldiging ook toe om het verschil van 

twee matrices formeel in te voeren: 

ὃ ὄ ὃ ρȢὄ 

Verder geldt ook dat matrixrekening distributief is: 
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ὶȢὃ ὄ ὶȢὃ ὶȢὄ 

Tot slot, vermenigvuldigen met 0 levert de nulmatrix op: 

πȢὃ ὕ ȟ 

1.1.6 Rekenregels voor matrices: vermenigvuldiging 
Onderstel twee matrices ὃȟὄ van respectievelijke orde ὲ ὴ en ὴ ά, dan is het product ὅ ὃȢὄ 

een matrix van orde ὲ ά. De matrixvermenigvuldiging tussen ὃ en ὄ is slechts toegelaten indien het 

aantal kolommen van ὃ gelijk is aan het aantal rijen van ὄ. Het product wordt als volgt berekend: 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὥ ȣ ὥ

ể Ệ ể
ὥ ȣ ὥ

ể Ệ ể
ὥ ȣ ὥ Ứ

ủ
ủ
ủ
Ủὦ ȣ ὦ ȣ ὦ

ể Ệ ể Ệ ể
ὦ ȣ ὦ ȣ ὦ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὧ ȣ ὧ ȣ ὧ

ể Ệ ể Ệ ể
ὧ ȣ ὧ ȣ ὧ

ể Ệ ể Ệ ể
ὧ ȣ ὧ ȣ ὧ Ứ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 

zodat ὧ В ὥ ὦ  waarbij elementsgewijs het product wordt berekend die dan vervolgens 

worden opgeteld. We illustreren de vermenigvuldiging aan de hand van twee matrices van 

respectievelijk orde σ ς en ς τ die aanleiding geeft tot een σ τ matrix. 

ρ τ
ς υ
σ φ

Ȣ
ρ ς ρ ρ
ς ρ π ς

ρ ψ ς τ ρ π ρ ψ
ς ρπτ υ ς π ς ρπ
σ ρςφ φ σ π σ ρς

ω φ ρ ω
ρς ω ς ρς
ρυρςσ ρυ

 

Gelijkaardig aan de som van matrices, voldoet de vermenigvuldiging van matrices aan enkele 

belangrijke rekenregels voor matrices ὃȟὄȟὅ met respectievelijke ordes ά ὲȟὲ ὴȟὴ ή: 

¶ De vermenigvuldiging is associatief: ὃȢὄȢὅ ὃȢὄȢὅ 

¶ De vermenigvuldiging met de eenheidsmatrix I laat de matrix onveranderd: ὍȢὃ ὃ ὃȢὍ 

indien ὃ een vierkante matrix is. 

¶ De vermenigvuldiging is NIET commutatief: ὃȢὄ ὄȢὃ. Merk op dat de vermenigvuldiging 

ὄȢὃ alleen bestaat indien ὴ ά. Zelfs als ὴ ά is deze vermenigvuldiging nog steeds niet 

commutatief. 

We illustreren dit laatste aan de hand van twee matrices ὃȟὄ van orde ς ς: 

ρ τ
ς υ

Ȣ
ρ ς
ς ρ

ω φ
ρςω

υ ω
τ ρσ

ρ ς
ς ρ

Ȣ
ρ τ
ς υ

 

1.2 Stelsels van vergelijkingen 
Een belangrijke toepassing waar matrices een belangrijke rol spelen zijn stelsels van vergelijkingen. Bij 

stelsels veralgemenen we het idee om vergelijkingen op te lossen. In een vergelijking hebben we één 

onbekende waarvoor we het getal berekenen van die onbekende opdat de vergelijking correct zou 

zijn. Bij stelsels hebben we verschillende vergelijkingen maar ook verschillende onbekenden en 

proberen deze verschillende onbekenden te berekenen opdat alle vergelijkingen correct zouden zijn. 

1.2.1 Voorbeeld 
We nemen het voorbeeld terug uit paragraaf 1.1.1, waar we in Figuur 1 een kolom toevoegen met de 

nodige hoeveelheid die gewenst wordt voor vezels, vitamine, ijzer maar ook de prijs. 

 Porties 
krentenbollen 

Porties 
volkoren 

Porties 
meergranenbrood 

Porties wilde 
bosbessen 

Doelstelling 
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Vezels (g) 5 3 2.8 4 32 

Vitamine C (mg) 0 60 15.5 30 188 

Ijzer (mg) 1.8 1.8 1.86 0.18 10 

Prijs (euro) 0.4 0.3 0.35 0.45 3.5 
Figuur 2: Gegevenstabel en doelstelling voor dieetvoorbeeld 

Om een stelsel te bekomen, voeren we onbekenden in die we wensen te berekenen: ύ het aantal 

porties (100g) krentenbollen, ὼ het aantal porties volkoren, ώ het aantal porties meergranenbrood en 

ᾀ het aantal porties wilde bosbessen. De tabel uit Figuur 2 zetten we nu om in vergelijkingen door ook 

de doelstelling toe te voegen: 

   υύ   σὼ    ςȢψώ     τᾀ σς
              φπὼ ρυȢυώ σπᾀ  ρψψ
ρȢψύ ρȢψὼ ρȢψφώ πȢρψᾀ ρπ
πȢτύ πȢσὼ πȢσυώ πȢτυᾀ σȢυ

 

De oplossing is ύ ρȢςφυȟὼ πȢσψπςȟώ σȢτςςχȟᾀ σȢχσψπ. Deze porties omgerekend naar gram 

levert een dieet op met 126.5g krentenbollen, 38.02g volkoren, 342.27g meergranenbrood en 373.80g 

wilde bosbessen. In het vervolg van deze paragraaf, bekijken we rekentechnieken die toelaten om deze 

vergelijkingen op te lossen. 

1.2.2 Substitutiemethode 
De substitutiemethode is een onmiddellijke veralgemening van vergelijkingen oplossen: 

χὼ ρτὼ σ ς ὼ 

Om deze vergelijking op te lossen, isoleren we de termen bij de onbekende ὼ aan de linkerkant van 

het gelijkheidsteken of linkerlid terwijl de termen zonder de onbekende verzamelen we in het 

rechterlid. Na vereenvoudiging levert dat de oplossing op: 

χὼ ρτὼ σ ς ὼ 

χὼ ρτὼ ὼ ς τς 

ςςὼ ττ 

ὼ ς 

De notatie  ōŜǘŜƪŜƴǘ άƛǎ ƎŜƭƛƧƪǿŀŀǊŘƛƎ ƳŜǘέ Ŝƴ ǿƻǊŘǘ ƎŜōǊǳƛƪǘ ƻƳ ŀŀƴ ǘŜ ƎŜǾŜƴ Řŀǘ ŜŜƴ ǾŜǊƎŜƭƛƧƪƛƴƎ 

vereenvoudigd wordt. Telkens na  wordt de vergelijking eenvoudiger tot wanneer de oplossing 

wordt afgelezen. De substitutiemethode past eenzelfde idee toe per vergelijking en voor de 

verschillende onbekenden. De stappen zijn als volgt: 

1. Kies 1 vergelijking en 1 onbekende waar naar opgelost wordt. 

2. Vervang in de resterende vergelijkingen deze onbekende door de oplossing (die functie is van 

de andere onbekenden). 

3. Herhaal deze procedure voor de andere vergelijkingen tot aan de laatste vergelijking. 

4. De laatste vergelijking laat zich dan volledig oplossen tot een getal 

5. Werk met deze oplossing terug naar de vergelijking ervoor om ook die op te lossen tot ook de 

eerste vergelijking opgelost wordt. 

We beschouwen het volgende voorbeeld: 
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ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

 

We kiezen in een eerste stap de eerste vergelijking samen met de eerste onbekende en lossen deze 

op. Bijgevolg brengen we de termen in ὼ naar de linkerkant en de termen zonder ὼ naar de rechterkant 

zodat we het volgende vinden: 

ὼ ςπψώ ᾀ 

Dit is nog niet de eindoplossing aangezien we nog moeten berekenen wat de waarde van ώ en ᾀ zijn. 

We vervangen of substitueren in de andere vergelijkingen ὼ door de uitdrukking ςπψώ ᾀ. Op die 

manier is het stelsel vereenvoudigd en bekomen we het gelijkwaardige stelsel: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

ὼ ςπψώ ᾀ

ςςπψώ ᾀ ςᾀ ψ
ςπψώ ᾀ σώ χ

 

We kunnen na deze substitutie het stelsel vereenvoudigen zodat haar vorm gelijkaardig is aan het 

beginprobleem wat leidt tot 

ὼ ςπψώ ᾀ
ρφώ σς
υώ ᾀ ρσ

 

Nu nemen we de tweede vergelijking die we oplossen naar de tweede onbekende ώ. Deze laat toe zich 

onmiddellijk op te lossen tot ώ ς. We substitueren deze oplossing in de andere vergelijkingen en 

bekomen het stelsel: 

ὼ ςπψώ ᾀ
ρφώ σς
υώ ᾀ ρσ

ὼ τ ᾀ
ώ ς

ρπᾀ ρσ
 

Nu lossen we de derde vergelijking op naar de derde onbekende ᾀ wat toelaat deze te berekenen. We 

vinden de oplossing ᾀ σȢ We substitueren deze oplossing in de eerste vergelijking en bekomen de 

eindoplossing van het stelsel: 

ὼ τ ᾀ
ώ ς

ρπᾀ ρσ

ὼ ρ
ώ ς
ᾀ σ

 

We noteren de eindoplossing van een stelsel met de notatie ὠ ρȟςȟσ . 

We nemen een tweede moeilijker voorbeeld met 4 vergelijkingen en 4 te berekenen onbekenden: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
υύ ςὼ χώ σᾀ φ
φύ τὼ σώ φᾀ υ
ψύ ςᾀ υώ φᾀ χ

 

We starten met de eerste vergelijking en onbekende ύ waar we naar oplossen: ύ ὼ ώ

ᾀ. Na substitutie vinden we: 
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ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
υύ ςὼ χώ σᾀ φ
φύ τὼ σώ φᾀ υ
ψύ ςὼ υώ φᾀ χ

ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứ ύ

τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ

υ
τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ ςὼ χώ σᾀ φ

φ
τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ τὼ σώ φᾀ υ

ψ
τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ ςὼ υώ φᾀ χ

 

We vereenvoudigen elke vergelijking rekeninghoudende met de breuken: 

ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứύ

τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ

ςς

ω
ὼ ςώ

ρχ

ω
ᾀ
χτ

ω
ρς

ω
ὼ σώ

τς

ω
ᾀ
φω

ω
τφ

ω
ὼ σώ

σψ

ω
ᾀ
ωυ

ω

 

Nu lossen we in de tweede vergelijking op naar onbekende ὼ die we substitueren in de andere 

vergelijkingen: 

ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứ ύ

τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ

ὼ
χτ

ςς

ρψ

ςς
ώ
ρχ

ςς
ᾀ

ρς

ω

χτ

ςς

ρψ

ςς
ώ
ρχ

ςς
ᾀ σώ

τς

ω
ᾀ
φω

ω
τφ

ω

χτ

ςς

ρψ

ςς
ώ
ρχ

ςς
ᾀ σώ

σψ

ω
ᾀ
ωυ

ω

 

We brengen nu in de derde en vierde vergelijking, de noemer van de breuk op 198 en vereenvoudigen: 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứύ

τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ

ὼ
χτ

ςς

ρψ

ςς
ώ
ρχ

ςς
ᾀ

ψρώ χςᾀ φσ
ρτςςώ υτᾀ ρσρτ

 

De termen uit de derde vergelijking zijn deelbaar door 9 en de termen uit de laatste vergelijking zijn 

deelbaar door 18. Dit brengt de volgende vereenvoudiging op: 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứύ

τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ

ὼ
χτ

ςς

ρψ

ςς
ώ
ρχ

ςς
ᾀ

ωώ ψᾀ χ
χωώ σᾀ χσ

 

Nu lossen we de derde vergelijking op naar onbekende ώ en substitueren deze in de vierde vergelijking: 
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ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứ ύ

τ

ω

ψ

ω
ὼ ώ

ς

ω
ᾀ

ὼ
χτ

ςς

ρψ

ςς
ώ
ρχ

ςς
ᾀ

ώ
ψ

ω
ᾀ
χ

ω

χω
ψ

ω
ᾀ
χ

ω
σᾀ χσ

 

Nu kunnen we de laatste vergelijking oplossen door deze eerste met 9 te vermenigvuldigen en dan 

door te rekenen: 

χω
ψ

ω
ᾀ
χ

ω
σᾀ χσ φσςᾀ ςχᾀ φυχυυσ φπυᾀ ρςρπᾀ ς 

De oplossing ᾀ ς substitueren we nu in de derde vergelijking die ons ook de oplossing ώ ρ 

oplevert. Verder rekenen we dan de tweede vergelijking door met oplossing ὼ ρ en dan ten slotte 

in vergelijking 1 vinden we dan ook ύ ρ. De oplossing van het stelsel is ὠ ρȟρȟρȟς . 

1.2.3 Combinatiemethode 
Het herhaaldelijk oplossen naar een onbekende introduceert onnodig veel rekenwerk en geeft 

aanleiding tot breuken. De combinatiemethode probeert enkele rekenstappen te omzeilen en 

probeert breuken te vermijden waar het kan. Het idee is om de vergelijkingen op een bepaalde manier 

op te tellen zodat bij combinatie van de vergelijkingen een specifieke onbekende geëlimineerd wordt. 

Je blijft deze eliminatie herhalen tot je een vergelijking bekomt waar er slechts 1 onbekende over blijft 

waarvan je de oplossing kan bepalen. De stappen zijn als volgt: 

1. Kies 2 vergelijking en 1 onbekende die geëlimineerd wordt. 

2. Vermenigvuldig beide vergelijkingen met een gepast getal opdat de som van de twee 

vergelijkingen de gekozen onbekende elimineert. 

3. Schrijf een nieuw stelsel waarin 1 van de twee gekozen vergelijkingen wordt vervangen door 

de nieuwe vergelijking met 1 onbekende geëlimineerd. 

4. Herhaal deze procedure met de nieuwe vergelijking en een andere vergelijking opdat een 

volgende onbekende wordt geëlimineerd tot 1 vergelijking kan opgelost worden. 

5. Werk met deze oplossing terug naar de vergelijking ervoor om ook die op te lossen tot ook de 

eerste vergelijking opgelost wordt. 

We beschouwen het volgende voorbeeld opnieuw: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

 

We zien dat vergelijking 1 en 3 makkelijk te combineren zijn omdat het verschil de onbekende ὼ 

elimineert: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

ρ

ρ

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
υώ ᾀ ρσ
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De onbekende ὼ staat nog in vergelijkingen 1 en 2 dus gaan we deze ook combineren wat we kunnen 

doen door de eerste vergelijking te vermenigvuldigen met 2 en de tweede vergelijking ervan af te 

trekken: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
υώ ᾀ ρσ

ς
ρ

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ρφÙσς
υώ ᾀ ρσ

ὼ ψώ ᾀ ςπ
Ù ς

υώ ᾀ ρσ
 

We hebben nu een oplossing bekomen ώ ς waarna we overstappen op substitutie om ook in de 

derde vergelijking een oplossing van ᾀ en dan ten slotte een oplossing van ὼ. We vinden uiteraard 

opnieuw de oplossing: ὠ ρȟςȟσ . 

Hoe efficiënt werkt deze methode voor het meer uitdagende voorbeeld: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
υύ ςὼ χώ σᾀ φ
φύ τὼ σώ φᾀ υ
ψύ ςᾀ υώ φᾀ χ

 

We starten door eerst de onbekende ὼ te elimineren omdat in elke vergelijking de coëfficiënt bij ὼ een 

veelvoud is van 2 wat een eenvoudige combinatie toelaat. We gaan ook verschillende combinaties 

tezamen uitvoeren: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
υύ ςὼ χώ σᾀ φ
φύ τὼ σώ φᾀ υ
ψύ ςᾀ υώ φᾀ χ

ρ
τ
ρ

ς

ρ

τ

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ρρύ ρωώ ρπᾀ ςψ
σύ σώ ρπᾀ ρτ
ςσύ ρρώ ςςᾀ σς

 

We bekijken de laatste drie vergelijkingen en identificeren een onbekende die gemakkelijk te 

elimineren valt. We zien dat de onbekende ᾀ een goede kandidaat is omdat deze verdwijnt indien we 

de tweede en derde vergelijking van elkaar aftrekken. We voeren volgende twee combinaties uit: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ρρύ ρωώ ρπᾀ ςψ
σύ σώ ρπᾀ ρτ
ςσύ ρρώ ςςᾀ σς

ρ
ρ
ρρ

υ

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ρρύ ρωώ ρπᾀ ςψ
ψύ ςςώ ρτ
φύ ρυτώ ρτψ

 

De derde vergelijking kunnen we verder vereenvoudigen door deze te delen door 2: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ρρύ ρωώ ρπᾀ ςψ
τύ ρρώ χ
φύ ρυτώ ρτψ

 

We gaan nu de laatste twee vergelijkingen combineren waarbij we zien dat het eenvoudig is om de 

onbekende ώ te elimineren aangezien ρυτρτρρ is. We bekomen: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ρρύ ρωώ ρπᾀ ςψ
τύ ρρώ χ
φύ ρυτώ ρτψ

ρτ
ρ

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ρρύ ρωώ ρπᾀ ςψ
τύ ρρώ χ
υπύ υπ

 

We vinden gemakkelijk dat ύ ρ waarna we ook uit de derde vergelijking de oplossing ώ ρ 

vinden. Uit vergelijkingen 1 en 2 vinden we dan ook verder ᾀ ς en ὼ ρ.  
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De voordelen van deze techniek t.o.v. de substitutiemethode is duidelijk: de techniek is efficiënter 

omdat het minder tussenstappen vraagt, het laat ook toe om minder rekenfouten te maken omdat je 

het gebruik van breuken kunt omzeilen. 

1.2.4 De Gauss-Jordan methoden 
De vorige methode vraagt nog steeds om een juiste combinatiestrategie uit te voeren die niet 

vastgelegd staat in regels. De methoden van Gauss-Jorden brengt extra structuur in de 

combinatiemethode.  

De Gaussmethode (1810) vormt via de combinatiemethode een stelsel om tot een 

bovendriehoekstelsel of echelonvorm: 

ςὼ ώ ᾀ ψ
σὼ ώ ςᾀ ρρ
ςὼ ώ ςᾀ σ

'ÁÕÓÓÍÅÔÈÏÄÅ
ςὼ ώ ᾀ ψ
ώ ᾀ ς
ᾀ ρ

 

De Jordanmethode (1888) vormt via de combinatiemethode een stelsel om tot een diagonaalstelsel 

of canoniekvorm: 

ςὼ ώ ᾀ ψ
σὼ ώ ςᾀ ρρ
ςὼ ώ ςᾀ σ

*ÏÒÄÁÎÍÅÔÈÏÄÅςὼ τ
ώ σ
ᾀ ρ

 

Beide methoden werken op een gestructureerde manier zodat je per rekenstap dichter bij de 

specifieke vorm komt van het stelsel. Het stelsel wordt hiervoor geschreven als een matrix waarbij de 

coëfficiënten die bij een specifieke onbekende horen in eenzelfde kolom staan, terwijl de verschillende 

rijen van de matrix telkens toehoren aan een vergelijking. Op die manier bekomen we: 

ς ρ ρ ψ
σ ρ ς ρρ
ς ρ ς σ

'ÁÕÓÓÍÅÔÈÏÄÅς ρ ρ ψ
π ρ ρ ς
π π ρ ρ

 

De Gaussmethode vormt het vierkante deel van de matrix om tot een bovendriehoeksmatrix. De 

Jordanmethode vormt de matrix om zodat het vierkante deel van de matrix een diagonaalmatrix 

vormt: 

ς ρ ρ ψ
σ ρ ς ρρ
ς ρ ς σ

*ÏÒÄÁÎÍÅÔÈÏÄÅς π π τ
π ρ π σ
π π ρ ρ

 

Het idee is dat we de matrix per stap omvormen tot een equivalente matrix zodat het onderliggende 

stelsel dezelfde oplossing heeft maar in die matrix is het element die overeenkomt met een gekozen 

index ὭȟὮ gelijk aan nul gemaakt. De manier om dit te doen, heet de spilregel: 
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Beschouw een matrix die een stelsel weerspiegelt van de vorm: 

ὥ ὥ ȣ ὥ ὦ
ὥ ὥ ȣ ὥ ὦ
ể ể Ệ ể ể
ὥ ὥ ȣ ὥ ὦ

 

De matrix die op positie ὭȟὮ een nul heeft zodat deze matrix een stelsel weerspiegelt die dezelfde 

oplossing heeft als het originele stelsel wordt berekend door de i-de rij Ὑ te vervangen door de 

combinatie: 

ὥὙ ὥὙ 

Belangrijk: Combineer nooit twee andere rijen dan deze die de spilregel oplegt. Element met index 

ὭȟὮ impliceert dat je steeds rijen Ὥ en Ὦ combineert. 

We passen dit toe op het eerste voorbeeld: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

 Ḑ 
ρ ψ ρ ςπ
ς π ς ψ
ρ σ π χ

 

We werken kolomsgewijs waarbij we dus starten om een nul te maken voor het element met index 

ςȟρ vervolgens σȟρ en dan tot slot ςȟσ. 

ρ ψ ρ ςπ
ς π ς ψ
ρ σ π χ

ựựựựựựự
ρ ψ ρ ςπ
π ρφπ σς
ρ σ π χ

ựựựựựự
ρ ψ ρ ςπ
π ρφ π σς
π υ ρ ρσ

 

Nu maken we nog een nul voor het element met index ςȟσ: 

ρ ψ ρ ςπ
π ρφ π σς
π υ ρ ρσ

ựựựự
ρ ψ ρ ςπ
π ρ π ς
π υ ρ ρσ

ựựựựựựự
ρ ψ ρ ςπ
π ρ π ς
π π ρ σ

 

De matrix is nu in Echelonvorm zodat we het stelsel kunnen oplossen: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ώ ς
ᾀ σ

 

Na substitutie bekomen we ook de oplossing ὼ ρ.  

Nu passen we de techniek toe op het tweede voorbeeld: 

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
υύ ςὼ χώ σᾀ φ
φύ τὼ σώ φᾀ υ
ψύ ςᾀ υώ φᾀ χ

Ḑ

ω ψ ω ς τ
υ ς χ σ φ
φ τ σ φ υ
ψ ς υ φ χ

 

We beginnen bij kolom 1: 

ω ψ ω ς τ
υ ς χ σ φ
φ τ σ φ υ
ψ ς υ φ χ

ựựựựựựựự

ω ψ ω ς τ
π ςς ρψ ρχχτ
π ρς ςχτςφω
π τφ ςχσψωυ
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De derde vergelijking kunnen we vereenvoudigen door de rij te delen door 3: 

ω ψ ω ς τ
π ςς ρψ ρχχτ
π ρς ςχτςφω
π τφ ςχσψωυ

ựựự

ω ψ ω ς τ
π ςς ρψ ρχχτ
π τ ω ρτςσ
π τφ ςχσψωυ

 

Nu kunnen we nullen maken in de tweede kolom: 

ω ψ ω ς τ
π ςς ρψ ρχχτ
π τ ω ρτςσ
π τφ ςχσψωυ

ựựựựựựựựựựự

ω ψ ω ς τ
π ςς ρψ ρχ χτ
π π ςχπ ςτπ ςρπ
π π ρτςςυτ ρσρτ

 

Nu kunnen we de derde rij opnieuw vereenvoudigen door te delen door 30 en de vierde rij door 18: 

ω ψ ω ς τ
π ςς ρψ ρχ χτ
π π ςχπ ςτπ ςρπ
π π ρτςςυτ ρσρτ

ựựự

ω ψ ω ς τ
π ςςρψρχχτ
π π ω ψ χ
π π χω σ χσ

 

Nu maken we nog een nul in de derde kolom: 

ω ψ ω ς τ
π ςςρψρχχτ
π π ω ψ χ
π π χω σ χσ

ựựựựựựựựự

ω ψ ω ς τ
π ςςρψ ρχ χτ
π π ω ψ χ
π π π φπυρςρπ

 

De matrix is nu in echelonvorm zodat we opnieuw tot een stelsel kunnen overgaan en de oplossingen 

berekenen: 

ω ψ ω ς τ
π ςςρψ ρχ χτ
π π ω ψ χ
π π π φπυρςρπ

Ḑ

ωύ ψὼ ωώ ςᾀ τ
ςςὼ ρψώ ρχᾀ χτ
ωώ ψᾀ χ
ᾀ ς

 

We vinden bijgevolg dat ώ ρȟὼ ρ en ύ ρ. 

De Jordanmethode laat toe om ook de laatste substitutiestap volledig te vermijden. In dit geval worden 

er ook nullen gemaakt boven de diagonaal van het stelsel in matrixvorm. We illustreren de 

Jordanmethode op basis van het eerste voorbeeld startende vanuit de echelonvorm: 

ρ ψ ρ ςπ
π ρ π ς
π π ρ σ

ựựựựựựự
ρ π ρ τ
π ρ π ς
π π ρ σ

ựựựựựự
ρ π π ρ
π ρ π ς
π π ρ σ

 

De oplossing van het stelsel kan vanuit de canonieke matrixvorm onmiddellijk worden afgelezen. Er is 

geen substitutiestap meer nodig. Ook het tweede voorbeeld kunnen we vanuit de echelonvorm verder 

omvormen tot de canonieke matrixvorm van waaruit we onmiddellijk de oplossing van het stelsel 

kunnen aflezen: 

ω ψ ω ς τ
π ςςρψρχχτ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

ựựựựựựựựự

ωω π ρχρωπςυς
π ςς ρψ ρχ χτ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς
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We delen nu de eerste rij door 9 om te vereenvoudigen: 

ωω π ρχρωπςυς
π ςς ρψ ρχ χτ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

ựựự

ρρ π ρωρπςψ
π ςςρψρχχτ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

 

We maken verder nullen in kolom 3: 

ρρ π ρωρπςψ
π ςςρψρχχτ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

ựựựựựựựựự

ωω π π ςτςσψυ
π ςςπ σσ ψψ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

 

We delen de eerste en tweede rij door 11 om te vereenvoudigen: 

ωω π π ςτςσψυ
π ςςπ σσ ψψ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

ựựự

ω π π ςςσυ
π ς π σ ψ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

 

Nu maken we nog nullen in de vierde kolom om de canoniekvorm te bekomen: 

ω π π ςςσυ
π ς π σ ψ
π π ω ψ χ
π π π ρ ς

ựựựựựựựự

ω π π π ω
π ς π π ς
π π ω π ω
π π π ρ ς

 

De oplossing is nu onmiddellijk af te lezen.  

Opmerking: De Jordanmethode is minder populair dan de Gaussmethode omdat de Jordanmethode 

meer werk vraagt dan de Gaussmethode samen met de laatste substitutiestappen. Het is een 

persoonlijke keuze indien geopteerd wordt voor de Jordanmethode. 

1.3 Speciale stelsels 
Tot zover hebben we de stelsels die we beschouwden kunnen oplossen en de oplossing ervan was 

uniek. Niet elk stelsel van vergelijkingen is oplosbaar, bovendien kunnen stelsels ook oneindig veel 

oplossingen hebben. In deze paragraaf, gaan we het aantal oplossingen in meer detail bestuderen. 

1.3.1 Redundante vergelijkingen 
Wanneer tijdens de oplossing van een stelsel, twee vergelijkingen volledig gelijk worden dan mag je 

één van de vergelijkingen schrappen. De vergelijking aangezien deze in duplo voorkomt, heten we 

redundant. 

Eigenschap 1: Een stelsel zonder redundante vergelijkingen met evenveel onbekenden als 

vergelijkingen heeft ten hoogste 1 oplossing. 

Laten we dit illustreren met het volgende voorbeeld, dat we met de Gausmethode zullen oplossen: 

ὼ ςώ ᾀ ς
ςὼ ςώ ςᾀ ρς
ὼ ώ ςᾀ υ
ςὼ υώ ᾀ ω

Ḑ

ρ ς ρ ς
ς ς ς ρς
ρ ρ ς υ
ς υ ρ ω

ựựự

ρ ς ρ ς
ρ ρ ρ φ
ρ ρ ς υ
ς υ ρ ω
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We passen de Gausmethode toe per kolom: 

ρ ς ρ ς
ρ ρ ρ φ
ρ ρ ς υ
ς υ ρ ω

ựựựựựựự

ρ ς ρ ς
π ρ ς τ
π σ σ σ
π ρ ρ υ

ựựự

ρ ς ρ ς
π ρ ς τ
π ρ ρ ρ
π ρ ρ υ

 

Nu maken we nullen in de tweede kolom: 

ρ ς ρ ς
π ρ ς τ
π ρ ρ ρ
π ρ ρ υ

ựựựựựự

ρ ς ρ ς
π ρ ς τ
π π ρ σ
π π σ ω

ựựự

ρ ς ρ ς
π ρ ς τ
π π ρ σ
π π ρ σ

 

We zien nu dat de derde en vierde rij gelijk zijn (op een teken na). Bijgevolg is de derde of vierde 

vergelijking redundant en mag deze geschrapt worden: 

ρ ς ρ ς
π ρ ς τ
π π ρ σ

Ḑ
ὼ ςώ ᾀ ς
ώ ςᾀ τ
ᾀ σ

 

We vinden nu de oplossing ὠ ρȟςȟσ . 

Eigenschap 2: Bij een stelsel van ά vergelijkingen, indien een rij Ὑ geschreven kan worden als een 

lineaire combinatie van andere rijen zodat er getallen (niet allemaal gelijk aan 0) gekozen kunnen 

worden ὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥ ȟȣȟὥ  waarvoor geldt dat 

Ὑ ὥὙ ὥὙ Ễ ὥ Ὑ ὥ Ὑ Ễ ὥὙ  

dan heet de rij Ὑ lineair afhankelijk. Een lineair afhankelijke rij is altijd afkomstig van een redundante 

vergelijking en mag worden geschrapt. 

In het vorige voorbeeld konden we ook op zoek gaan naar een dergelijke lineaire combinatie. 

Beschouw de matrix: 

ρ ς ρ ς
ς ς ς ρς
ρ ρ ς υ
ς υ ρ ω

 

In deze matrix kunnen we een lineair afhankelijke rij vinden: Ὑ Ὑ Ὑ Ὑ. In het algemeen is 

het moeilijk om op voorhand een lineair afhankelijke rij te vinden, maar als deze kan gevonden worden 

mag deze onmiddellijk uit het stelsel geschrapt worden. 

Opmerking: Eigenlijk mag gelijk welke rij geschrapt worden, schrap bijgevolg de moeilijkste. 

1.3.2 Valse stelsels 
Een stelsel die geen oplossing heeft, noemt men vals.  

Eigenschap 3: Een stelsel zonder redundante vergelijking die meer vergelijkingen heeft dan onbekende 

is vals. 
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We beschouwen eerste een voorbeeld: 

ὼ ςώ ρς
σὼ τώ τ
ὼ ώ π

 

We lossen dit stelsel op met de Gaussmethode en bekomen: 

ὼ ςώ ρς
σὼ τώ τ
ὼ ώ π

Ḑ
ρ ς ρς
σ τ τ
ρ ρ π

 

We beginnen met kolom 1: 

ρ ς ρς
σ τ τ
ρ ρ π

ựựựựựựự
ρ ς ρς
π ρπ τπ
π ρ ρς

ựựự
ρ ς ρς
π ρ τ
π ρ ρς

 

Dit stelsel is vals want in de laatste twee rijen vinden we de vergelijkingen: 

ώ τ
ώ ρς

 

Het is onmogelijk dat de onbekende tegelijkertijd gelijk is aan 4 alsook aan 12. Bijgevolg heet het stelsel 

vals. Echter, stelsels met een gelijk aantal vergelijkingen als onbekenden kan vals zijn omdat 

Eigenschap 1 slechts ten hoogste 1 oplossing garandeert. Bijgevolg is ook de situatie die geen 

oplossingen aanbiedt mogelijk. We bestuderen een dergelijk voorbeeld: 

σὼ ςώ υᾀ ς
τὼ χώ ᾀ ρ
χὼ ωώ τᾀ ρ

 

We lossen het stelsel op met de Gaussmethode: 

σὼ ςώ υᾀ ς
τὼ χώ ᾀ ρ
χὼ ωώ τᾀ ρ

Ḑ
σ ς υ ς
τ χ ρ ρ
χ ω τ ρ

ựựựựựựựự
σ ς υ ς
π ρσ ςσ υ
π ρσ ςσ ρρ

 

Het stelsel is vals aangezien de twee laatste vergelijkingen tegelijkertijd gelijk moet zijn aan -5 en -11 

wat onmogelijk is. 

1.3.3 Stelsels met oneindig veel oplossingen 
Eigenschap 4: Een stelsel met meer onbekenden dan vergelijkingen heeft minstens 1 oplossing. Het 

maximale aantal onbekenden waarnaar je kan oplossen is het aantal vergelijkingen. De andere 

onbekenden zijn vrij te kiezen. 

We beschouwen het volgende stelsel: 

σὼ ςώ υᾀ ς
τὼ χώ ᾀ ρ
χὼ ωώ τᾀ σ

 

We lossen dit stelsel op met de Gaussmethode, echter merken we op dat er een lineaire 

afhankelijkheid optreedt aangezien de som van de eerste twee vergelijkingen precies vergelijking 3 

oplevert. Bijgevolg mag er een vergelijking geschrapt worden: 
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σὼ ςώ υᾀ ς
τὼ χώ ᾀ ρ

Ḑ
σ ς υ ς
τ χ ρ ρ

ựựựựựựựự
σ ς υ ς
π ρσ ςσ υ

 

De matrix is nu in echelonvorm zodat de Gaussmethode stopt en het bijhorende stelsel wordt: 

σὼ ςώ υᾀ ς
ρσώ ςσᾀ υ

σὼ ς
υ ςσᾀ

ρσ
υᾀ ς

ώ
υ ςσᾀ

ρσ

 

De eerste vergelijking werken we verder uit: 

σὼ ς
υ ςσᾀ

ρσ
υᾀ ς σωὼ ρπτφᾀ φυᾀ ςφ ὼ

σφρρρᾀ

σω

ρςσχᾀ

ρσ
 

Er volgt nu dat we voor elke keuze ᾀɴ ᴙ, een oplossing berekenen voor ὼ en ώ. De 

oplossingenverzameling bevat oneindig veel oplossing gegeven door: 

ὠ
ρςσχᾀ

ρσ
ȟ
υ ςσᾀ

ρσ
ȟᾀ ȿᾀɴ ᴙ  

1.4 Inverse matrices 
Inverse matrices is een alternatieve manier om het oplossen van stelsels te bekijken. In dit geval 

bekijken we het oplossen van een stelsel zoals het oplossen van de eenvoudige vergelijking: 

ὥὼ ὦ
ρ

ὥ
Ȣὥὼ

ρ

ὥ
Ȣὦ ὼ

ὦ

ὥ
 

We hebben deze vergelijking opgelost door de eenvoudige overbrengingsregel voor producten. De 

vraag die we in deze paragraaf stellen is of een gelijkaardige overbrengingsregel bestaat voor matrices. 

Het oplossen van een stelsel kunnen we ook als een matriciële vergelijking zien: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

ρ ψ ρ
ς π ς
ρ σ π

ὼ
ώ
ᾀ

ςπ
ψ
χ

 

We kunnen deze vergelijking oplossen indien een overbrengingsregel bestaat zodat de oplossing 

gegeven wordt door: 

ὼ
ώ
ᾀ

ρ ψ ρ
ς π ς
ρ σ π

ςπ
ψ
χ

 

We noemen ὄ de inverse matrix van een matrix ὃ van orde ὲ ὲ indien geldt dat  

ὄȢὃ Ὅ 

waarbij Ὅ de eenheidsmatrix van orde ὲ ὲ. We noteren de matrix ὄ als ὃ . 

Om de inverse matrix te berekenen, passen we de methode van Gauss-Jordan toe. Pass de 

Jordanmethode toe op de matrix die opgebouwd wordt door: 

ὃ Ὅ
*ÏÒÄÁÎÍÅÔÈÏÄÅ
ựựựựựựựựự Ὅ ὃ  

Bijgevolg, indien men in de matrix ὃ Ὅ de Jordanmethode toepast om nullen te maken op de 

elementen met die index waar de elementen van de matrix ὃ staat, dan zal in het eerste gedeelte de 
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inverse matrix verschijnen. We illustreren deze techniek met een eenvoudig voorbeeld waarbij de 

inverse matrix wordt berekend voor ὃ
ρ ς
σ τ

. We passen de Jordanmethode toe op: 

ρ ς ρ π
σ τ π ρ

ựựựựựựự
ρ ς ρ π
π ς σ ρ

ựựựựựự
ρ π ς ρ
π ς σ ρ

ựựựự
ρ π ς ρ

π ρ
σ

ς

ρ

ς

 

De inverse matrix is dus gelijk aan ὃ
ς ρ

. We controleren de definitie: 

ὃ ὃ
ς ρ
σ

ς

ρ

ς

ρ ς
σ τ

ρ π
π ρ

 

Nu kunnen we ook aan de hand van de overbrengingsregel, het volgende stelsel oplossen: 

ὼ ςώ ρ
σὼ τώ ς

ρ ς
σ τ

ὼ
ώ

ρ
ς

ὼ
ώ

ς ρ
σ

ς

ρ

ς

ρ
ς

π
ρ

ς

 

Opmerking: Het grote voordeel t.o.v. de vorige techniek is dat de oplossing van het stelsel snel 

herbepaald kan worden indien het rechterlid wijzigt. Bij de vorige techniek, moet bij iedere wijziging 

van het rechterlid, de oplossing herberekend worden. 

Inderdaad, we kunnen alle mogelijke oplossingen neerschrijven als functie van een rechterlid als volgt: 

ὼ ςώ ὦ
σὼ τώ ὦ

ὼ
ώ

ς ρ
σ

ς

ρ

ς

ὦ
ὦ

ςὦ ὦ
σ

ς
ὦ

ρ

ς
ὦ

 

Laten we de techniek nog een tweede maal toepassen op het voorbeeld: 

ὼ ψώ ᾀ ςπ
ςὼ ςᾀ ψ
ὼ σώ χ

ρ ψ ρ
ς π ς
ρ σ π

ὼ
ώ
ᾀ

ςπ
ψ
χ

 

We berekenen de inverse matrix 
ρ ψ ρ
ς π ς
ρ σ π

 met de Jordanmethode. De berekening verloopt als 

volgt: 

ρ ψ ρ ρ π π
ς π ς π ρ π
ρ σ π π π ρ

ựựựựựựự
ρ ψ ρ ρ π π
π ρφ π ς ρ π
π υ ρ ρ π ρ

 

We gaan verder met de tweede kolom: 

ρ ψ ρ ρ π π
π ρφ π ς ρ π
π υ ρ ρ π ρ

ựựựựựựựựựự
ς π ς π ρ π
π ρφ π ς ρ π
π π ρφ φ υ ρφ

 

Tot slot behandelen we de derde kolom: 

ς π ς π ρ π
π ρφ π ς ρ π
π π ρφ φ υ ρφ

ựựựựựựự
ρφ π π φ σ ρφ
π ρφ π ς ρ π
π π ρφ φ υ ρφ
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Om de inverse te bekomen hoeven we alleen nog maar de eerste en derde rij door 16 te delen, en de 

tweede rij door -16: 

ρ ψ ρ
ς π ς
ρ σ π

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
σ

ψ

σ

ρφ
ρ

ρ

ψ

ρ

ρφ
π

σ

ψ

υ

ρφ
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

De oplossing van het stelsel wordt gegeven door: 

ὼ
ώ
ᾀ

ρ ψ ρ
ς π ς
ρ σ π

ςπ
ψ
χ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
σ

ψ

σ

ρφ
ρ

ρ

ψ

ρ

ρφ
π

σ

ψ

υ

ρφ
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ
ςπ
ψ
χ

ρ
ς
σ

 

Bovendien lost deze techniek ook alle stelsels op van de vorm: 

ὼ ψώ ᾀ Â
ςὼ ςᾀ Â
ὼ σώ Â

ὼ
ώ
ᾀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
σ

ψ

σ

ρφ
ρ

ρ

ψ

ρ

ρφ
π

σ

ψ

υ

ρφ
ρỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ
ὦ
ὦ
ὦ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
φὦ σὦ ρφὦ

ρφ
ςὦ ὦ

ρφ
φὦ υὦ ρφὦ

ρφ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

1.5 Toepassing 
Een apotheker wenst 150 ml van een 20%-alcoholoplossing te maken, maar hij heeft slechts flessen 

van een 30% en 15%-alcoholoplossing. Hoeveel moet de apotheker mengen van de 30% en 15%-

alcoholoplossing om gevraagde oplossing te bekomen? 

Om dit vraagstuk op te lossen, voeren we eerst onbekenden in: ὼ is het aantal ml uit de 15% 

alcoholoplossing en ώ is het aantal ml uit de 30% alcoholoplossing. Verder bouwen we de 

vergelijkingen uit de gegevens van het vraagstuk. 

1. Totaal moet een 150 ml oplossing zijn: ὼ ώ ρυπ 

2. Totaal moet een 20%-alcoholoplossing zijn: πȢρυὼ πȢσώ πȢςὼ ώ 

We bekomen nu het stelsel wat we oplossen met de combinatiemethode: 

ὼ ώ ρυπ
ρυὼ σπώ ςπὼ ώ

ὼ ώ ρυπ
ὼ ςώ π

ρ
ρ
ς
ρ

σώ ρυπ
σὼ σππ

 

De 150ml 20%-alcoholoplossing bestaat uit 100ml 15%-alcoholoplossing en 50ml 30%-

alcoholoplossing. 
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2 Vlakke meetkunde 
Een groot aantal analyses worden visueel uitgevoerd of indien de analyse een berekening vraagt 

gebruikt men vaak in praktijk grafieken om de analyse te rapporteren. De meest elementaire grafiek is 

een rechte die haar basis vindt in de meetkunde. 

In dit hoofdstuk zullen we enerzijds de vlakke meetkunde herbekijken waar we starten vanuit de 

principes van Euclides en opbouwen tot de modernere zienswijze volgens Descartes waar coördinaten 

gebruikt worden. Verder zullen we in dit hoofdstuk ook het vorige hoofdstuk herbekijken waar we een 

meetkundige interpretatie bieden voor het oplossen van een stelsel. Oplossingen van stelsels in het 

vorige hoofdstuk beperkte zich ook tot vergelijkingen waar we in dit hoofdstuk ongelijkheden en 

stelsels van ongelijkheden grafisch zullen leren oplossen. Tot slot, voeren we lineaire afbeeldingen in 

zoals verschuivingen, homothetie, draaiingen en spiegeling om uiteindelijk te eindigen bij 

eigenwaarden en ςvectoren. 

2.1 Inleiding 

2.1.1 Jobgroei in de gezondheidszorg 
5Ŝ ƪǊŀƴǘ ά¢ƘŜ !ǘƭŀƴǘƛŎ 5ŀƛƭȅέ ǊŀǇǇƻǊǘŜŜǊǘ ƻƴŘŜǊ ŘŜ ƪƭƛƴƪŜƴŘŜ ǘƛǘŜƭ ά! ¢Ǌǳƭȅ !ǎǘƻƴƛǎƘƛƴƎ DǊŀǇƘ ƻŦ ǘƘŜ 

Growth of Health-Care Jobs in AmeǊƛŎŀέ όȊƛŜ ǿŜōǎƛǘŜ Ǿŀƴ ŘŜ ƪǊŀƴǘ ά¢ƘŜ !ǘƭŀƴǘƛŎ 5ŀƛƭȅέ 

https://www.theatlantic.com/business/archive/2013/07/a-truly-astonishing-graph-of-the-growth-of-

health-care-jobs-in-america/277454/ ). 

https://www.theatlantic.com/business/archive/2013/07/a-truly-astonishing-graph-of-the-growth-of-health-care-jobs-in-america/277454/
https://www.theatlantic.com/business/archive/2013/07/a-truly-astonishing-graph-of-the-growth-of-health-care-jobs-in-america/277454/
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Figuur 3: De jobtoename t.o.v. 2013 in de gezondheidszorg en andere sectoren. 

De grafiek die deze bewering kracht bij zet wordt in het krantenartikel aangeleverd in Figuur 3. Wat is 

precies de procentuele jobgroei in de gezondheidszorg en in de andere sectoren? We observeren in 

de grafiek dat de blauwe grafiek ongeveer een rechte weerspiegelt terwijl voor de andere sectoren we 

één rechte observeren die de situatie 2003-2008 voorstelt en na een val een tweede rechte observeren 

voor de situatie 2010-2013. De gezondheidszorg lijkt een jobgroei te kennen van ongeveer 2.2% die 

reeds 10 jaar aanhoudt, terwijl de overige sectoren sinds 2010 slechts een aangroei observeren van 

ongeveer 1.48%. Deze twee procentuele groeicijfers zijn de richtingscoëfficiënten van de rechten die 

in dit hoofdstuk bestudeerd worden. 

2.1.2 Aankoop organische solventen 
Organische solventen worden vaak gebruikt in de farmaceutische wereld. In een bepaald bedrijf kan 

een courante solvent  gekocht worden aan 4 euro per ton. Een andere organische solvent wordt 

momenteel over-gesubsidieerd zodat men een reductie ontvangt in de kosten van 1 euro per ton 

terwijl de kostprijs van de solvent slechts 0.75 eurocent bedraagt. 

Men wil de productiekost minimaliseren maar dient zich te houden aan een aantal voorwaarden:  

a) Samen moet er minstens 8 ton per dag worden gestockeerd 

b) Er is slechts 5 ton per dag beschikbaar bij de toeleveranciers voor de tweede solvent 

c) Veiligheidsvoorschriften bepalen dat de hoeveelheid van solvent 1 tegenover solvent 2 niet 

meer kan bedragen dan 4 ton. 

Het vraagstuk kunnen we schrijven als een stelsel ongelijkheden waarbij we de volgende onbekenden 

kiezen: ὼ het aantal ton solvent 1 en ώ het aantal ton solvent 2. Het bijhorende stelsel ongelijkheden 

wordt door de informatie aangeleverd. 

ὼ ώ ψ
ώ υ
ὼ ώ τ

 

De kostprijs kunnen we berekenen die gegeven wordt door ὑ τὼ ώ. De toegelaten aantallen 

voor solvent 1 en solvent 2 die aan de ongelijkheden voldoen wordt gegeven door Figuur 4. 
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Figuur 4: Toegelaten aantal ton solventen 1 en 2 binnen het driehoekig gebied. 

De zwarte rechte toont die aantallen voor de solventen 1 en 2 zodat de kostprijs constant 20 euro 

bedraagt. De prijs laten dalen verschuift de rechte evenwijdig naar links. De kostprijs wordt dus 

geminimaliseerd in het linker hoekpunt van de driehoek. De optimale oplossing is: 3 ton van solvent 1 

en 5 ton van solvent 2. 

2.2 Vectoren en rechten 

2.2.1 De Euclidische ruimte 
De basis van de klassieke meetkunde werd ontworpen door de Griek Euclides (c.a. 300 VC).  

Het vlak heet een Euclidische ruimte indien 3 niet-samenvallende punten toegekend worden aan het 

vlak: De oorsprong en 2 basispunten. 

 

Figuur 5: De Euclidische ruimte 

Een vector voorgesteld door een pijl bepaald de positie van een punt in het Euclidische vlak t.o.v. de 

oorsprong. Bijgevolg heeft de vector een richting en grootte bepaald door haar afstand tot de 

oorsprong. De basispunten hebben typisch dezelfde afstand t.o.v. de oorsprong. Een nieuw punt ὴ is 

opnieuw een vector t.o.v. de oorsprong ὕ. Vectoren laten toe om zoals bij matrices een som en scalaire 

vermenigvuldiging voor vectoren te beschouwen. We heten de Euclidische ruimte bij invoering van 

vectoren een vectorruimte zoals geïllustreerd in Figuur 6. 
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Figuur 6: Euclidische vectorruimte 

2.2.2 Vectorcalculus: som en scalaire vermenigvuldiging 
Twee vectoren ὴȟὴ in een Euclidische ruimte kunnen worden opgeteld. De som wordt gegeven door 

het punt dat moet worden toegevoegd opdat ὕȟὴȟὴ en ὴ ὴ een parallellogram vormen. De som 

is een vector bepaald door de diagonaal van de parallellogram vanuit de oorsprong ὕ naar het punt 

ὴ ὴ. Dit heet men de parallellogramregel die geïllustreerd wordt in Figuur 7. 

 

Figuur 7: Som van twee vectoren 

Een vector ὴ en een getal ‗ɴ ᴙ laten een scalaire vermenigvuldiging ‗Ȣὴ toe. Dit product is een 

vector waar de grote precies ‗ keer de grote van de vector ὴ. Dit wordt geïllustreerd in Figuur 8. 

 

Figuur 8: Scalaire vermenigvuldiging 

De twee bewerkingen ς scalaire vermenigvuldiging en som van vectoren ς laten toe een belangrijke 

rekenregel van de Euclidische vectorruimte te formuleren: ontbindingsregel. 
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Elke vector ὴ in de Euclidische vectorruimte bestaat uit een lineaire combinatie van de basisvectoren 

Ὡ en Ὡ zodat er getallen ‗ȟ‗ᶰᴙ bestaan zodat geldt: 

ὴ ὴ ὴ ‗Ὡ ‗Ὡ 

 

Figuur 9: De ontbindingsregel van vectoren in basisrichtingen 

2.2.3 Rechte en haar vectoriële vergelijking 
Aangezien vectoren een richting hebben die uitgedrukt wordt door de pijl, definiëren we een rechte 

als de verzameling van punten die dezelfde richting hebben zoals geïllustreerd in Figuur 10. Een rechte 

die door de oorsprong gaat, noemt een vectorrechte.  

 

Figuur 10: Vectorrechte in een Euclidische ruimte 

De rechte kunnen we dan voorstellen de volgende verzameling van punten door gebruik te maken van 

de scalaire vermenigvuldiging: 

ὃ ὴȿὴ ‗Ȣὥ ÍÅÔ ‗ɴ ᴙ  

De voorstelling van een rechte door deze verzameling, heet men de vectoriële vergelijking van de 

vectorrechte ὃ. Een rechte hoeft natuurlijk niet door de oorsprong te gaan, we kunnen natuurlijk elke 

rechte evenwijdig verschuiven tot deze na verschuiving door de oorsprong gaat. Bijgevolg, elke rechte 

is een evenwijdig verschoven vectorrechte. Op de rechte kiezen we een punt ί dat we het steunpunt 

noemen, zodat we de rechte ὃ kunnen verschuiven naar dit steunpunt. In Figuur 11 zien we dat elk 

punt ὴ op de rechte ὄ bepaald kan worden als een parallellogram bepaald door ὕȟίȟὴ en een punt op 

de vectorrechte ὃ wat door de scalaire vermenigvuldiging gelijk is aan ‗ὥ.  
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Figuur 11: Een rechte ὄ en haar evenwijdige vectorrechte ὃ. 

Bijgevolg, laat de som van vectoren en de scalaire vermenigvuldiging toe om de vectoriële vergelijking 

op te stellen van de rechte ὄ: 

ὄ ὴȿὴ ί ‗ὥ ÍÅÔ ‗ɴ ᴙ ί ὃ 

De vectoriële vergelijking laat zien dat de verschuiving van de vectorrechte ὃ tot stand komt door de 

vector ί, het gekozen steunpunt op de rechte ὄ op te tellen. 

Een alternatieve manier op de optelling van vectoren te bekijken is als volgt: de som van de vector ὥ

ὦ is het punt bepaald door de verschuiving van de vector ὥ langs de vector ὦ. 

2.3 Coördinaten 

2.3.1 Het Cartesische assenstelsel 
Het Cartesische assenstelsel laat toe om aan analytische meetkunde te doen. Bij meetkunde volgens 

Euclides kan je niet rekenen want de som en scalaire vermenigvuldiging zijn meetkundige constructies. 

Voor een som moet je immers een parallellogram tekenen en voor de scalaire vermenigvuldiging moet 

je de vector langer of korter maken. Bij de invoering van het Cartesische assenstelsel kan je rekenen 

waarbij we vectoren zullen voorstellen door matrices met name kolom of rij matrices. Vanaf dat 

moment hebben we de matrixcalculus uit Hoofdstuk 1 tot onze beschikking om de nodige 

berekeningen uit te voeren. De analytische meetkunde werd ingevoerd door René Descarte (in 1637). 

Descartes werkt net als Euclides in een Euclidische ruimte maar de 3 basispunten ὕȟὩȟὩ zijn zo 

gekozen dat Ὡ en Ὡ loodrecht op elkaar staan en zich even ver van de oorsprong ὕ bevinden. De 

vectorrechten door respectievelijk Ὡ en Ὡ worden de coördinaatsassen genoemd of de ὼ-as en ώ-as.  

De Euclidische meetkunde laat toe om een punt ὴ te definiëren zoals geïllustreerd in Figuur 12. Het is 

wegens de parallellogramregel en de scalaire vermenigvuldiging: 

ὴ ὴ ὴ ‗Ὡ ‗Ὡ 
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Figuur 12: Het Cartesische assenstelsel met de 3 basispunten en een bijkomend punt ὴ 

Descartes stelt voor om de vectorsom niet telkens te schrijven maar de som voor te stellen door een 

matrix: 

ὴ ‗ ‗ ‗Ὡ ‗Ὡ 

waar het eerste element van de matrix het getal inhoudt waarmee de eerste basisvector moet 

vermenigvuldigd worden en het tweede getal de scalaire vermenigvuldiging inhoudt met de tweede 

basisvector die dan bij elkaar worden opgeteld. Op die manier vinden we ook coördinaten voor de 

basisvectoren: Ὡ ρ π Ὡ πȢὩ en Ὡ π ρ πȢὩ Ὡ. 

2.3.2 Vector- en matrixcalculus 
De invoering van coördinaten laat toe om de vectorbewerkingen (som van vectoren en scalaire 

vermenigvuldiging) te bekijken vanuit matrixrekening. We laten zien dat deze vectoriële bewerkingen 

precies dezelfde bewerkingen zijn op matrices. 

Beschouw de vectoren en haar coördinaten ὴ ὼȟώ  en ὴ ὼȟώ . De som van de twee 

vectoren wordt gegeven door 

ὴ ὴ ὼ ώ ὼ ώ ὼὩ ώὩ ὼὩ ώὩ  

ὼ ὼ Ὡ ώ ώ Ὡ ὼ ὼ ώ ώ  

Er volgt dat de som van de vectoren gelijk is aan de matrixsom van de coördinaten. 

Beschouw verder een getal ὶɴ ᴙ en beschouw de scalaire vectorvermenigvuldiging: 

ὶὴ ὶὼ ώ ὶὼὩ ὼὩ ὶὼὩ ὶὼὩ ὶὼ ὶὼ  

Er volgt dat de scalaire vermenigvuldiging van vectoren precies de scalaire vermenigvuldiging inhoudt 

van de matrix van de coördinaten. 

2.3.3 Parametervoorstelling van een rechte 
Met behlup van de vectoriële vergelijking, kunnen we de vectoren schrijven aan de hand van hun 

coördinaten en bijhorende matrices. Deze aanpak vorm de vectoriële vergelijking om tot een 

parametervergelijking. 

We beschouwen de Figuur 13 waar we een parametervergelijking opstellen uit de vectoriële 

vergelijking van de rechte ὄ en vectorrechte ὃ aan de hand van de richtingsvector ὥ ὼ ώ  en 

steunpunt op de rechte ὄ gegeven door ί ὼ ώ . 
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Figuur 13: Rechte en vectorrechte in een Cartesisch assenstelsel 

We beschouwen de vectorrechte ὃ waarvan we de vectoriële vergelijking omzetten met behulp van 

coördinaten: 

ὃ ὴȿὴ ‗Ȣὥ ÍÅÔ ‗ɴ ᴙ  
ὼ ώȿὼ ώ ‗ὼ ώ  ÍÅÔ ‗ɴ ᴙ  

De matrixvergelijking kunnen we nu omzetten tot een stelsel waarbij het stelsel gekend is als de 

parametervergelijking van de vectorrechte: 

ὼ ‗ὼ
ώ ‗ώ

 

Vervolgens kunnen we ook een gelijkaardige beschrijving maken die de vectoriële vergelijking van de 

rechte ὄ omzet tot een parametervergelijking met behulp van coördinaten: 

ὄ ὴȿὴ ί ‗Ȣὥ ÍÅÔ ‗ɴ ᴙ  
ὼ ώȿὼ ώ ὼ ώ ‗ὼ ώ  ÍÅÔ ‗ɴ ᴙ  

De matrixvergelijking kunnen we nu omzetten door een stelsel waarbij het stelsel gekend is als de 

parametervergelijking van de rechte: 

ὼ ὼ ‗ὼ
ώ ώ ‗ώ

 

De reden voor de naam parametervergelijking doelt op de aanwezigheid van de parameter ‗. Elk punt 

op de rechte heeft immers een unieke waarde ‗Ȣ 

2.3.4 Een rechte door twee steunpunten 
Aangezien een vectorrechte vaak niet gegeven is, bekijken we in deze paragraaf de meer praktische 

situatie waarbij een rechte wordt getekend door twee punten. Deze twee punten zijn de steunpunten 

ί ὼ ώ ȟί ὼ ώ . 
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Beschouw de rechte ὄ die gaat door de twee steunpunten ί en ί. De bijhorende vectorrechte ὃ die 

dezelfde richting heeft als de rechte ὄ maar verschoven naar de oorsprong wordt gegeven door de 

richtingsvector ὥ ί ί. 

 

Figuur 14: Rechte door twee steunpunten 

We kunnen nu de parametervergelijking opstellen door de formule te nemen uit paragraaf 2.3.3 met 

een steunpunt naar keuze ί of ί en richtingspunt ὥ ί ί. Op die manier bekomen we de 

parametervergelijking: 

ὼ ὼ ‗ὼ ὼ

ώ ώ ‗ώ ώ
 

2.3.5 Cartesische vergelijking van een rechte 
Het gebruik van de parametervoorstelling is beperkt. Meestal gebruikt men de Cartesische vergelijking 

omdat deze eenvoudiger is dan een stelsel. De parameter ‗ aanwezig in de parametervoorstelling is 

vervelend omdat het moeilijk te interpreteren valt. 

De Cartesische vergelijking wordt bekomen door in de parametervoorstelling uit de eerste vergelijking 

de parameter op te lossen en deze dan vervolgens de substitueren in de tweede vergelijking. Na 

substitutie vinden we de Cartesische vergelijking in de tweede vergelijking van de 

parametervoorstelling. De berekening gaat als volgt: 

ὼ ὼ ‗ὼ ὼ

ώ ώ ‗ώ ώ

‗
ὼ ὼ

ὼ ὼ
                 

ώ ώ ‗ώ ώ

 

ừ
Ừ

ứ‗
ὼ ὼ

ὼ ὼ
                                

ώ ώ
ὼ ὼ

ὼ ὼ
ώ ώ

 

De Cartesische vergelijking van de rechte door de punten ί ὼ ώ  en ί ὼ ώ  wordt 

gegeven door: 

ώ ώ
ώ ώ

ὼ ὼ
ὼ ὼ  

waarbij we de verhouding  de richtingscoëfficiënt of rico van de rechte noemen. 
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2.3.6 Voorbeeld: jobgroei 
We hernemen het voorbeeld uit paragraaf 2.1.1 en stellen de cartesische vergelijking op van de 

rechten: 

1) Jobgroei in de gezondheidszorg 

2) Jobgroei in de overige sectoren voor de periode tot 2008 

3) Jobgroei in de overige sectoren voor de periode vanaf 2010 

Voor de eerste rechte beschouwen twee steunpunten die we kunnen aflezen uit de grafiek: ί

ςππσρππ en ί ςππωȢχυρρυ. Bijgevolg wordt de Cartesische vergelijking gegeven door 

ώ ρππ
ςπ

ω
ὼ ςππσ 

Er volgt dat de rico ςȢς bedraagt dus jaarlijks groeit het aantal jobs in de gezondheidszorg met 

2.2%. We kunnen ook berekenen wanneer het aantal jobs verdubbeld zal zijn t.o.v. de situatie in 2003: 

ςππρππ
ςπ

ω
ὼ ςππσ ὼ ςπτψ 

Als deze groei aangehouden blijft, verdubbelen het aantal jobs in de gezondheidszorg elke 45 jaar.  

Nu bekijken we de andere twee rechten waarbij we starten met de rechte die de groeisituatie beschrijft 

in de periode 2003-2008. De gekozen steunpunten zijn ί ςππσρππ en ί ςππχȢχυρπυ. 

De Cartesische vergelijking wordt gegeven door 

ώ ρππ
ςπ

ρω
ὼ ςππσ 

Er volgt dat de rico ρȢπυσ bedraagt dus jaarlijks groeide in die periode het aantal jobs in de andere 

sectoren met 1.053%. Voor de periode 2010-2013, selecteren we steunpunten ί ςπρπωψ en 

ί ςπρςρππ wat aanleiding geeft tot de volgende Cartesische vergelijking 

ώ ωψ ὼ ςπρπ 

Er volgt dat de rico ongeveer 1 bedraagt dus jaarlijks groeit het aantal jobs in de overige sectoren met 

ongeveer 1%. We zien dat de jobgroei in de periode 2003-2013 ongeveer dezelfde procentuele groei 

aanhield. De val in de periode 2008-2010 impliceert andere steunpunten aangezien de rechte in de 

periode 2003-2007 en de rechte voor de periode 2010-2013 ongeveer een verschuiving aanlevert. 

Bijgevolg groeit de gezondheidssector ongeveer twee maal zo snel dan de overige sectoren. 

2.3.7 Examenvraag (Tussentijdse evaluatie 2015) 
Beschouw in de Euclidische ruimte de vectoren ὃȟὄ  en ὅ. (i) Bepaal de vectoriële vergelijking Ὑ die 

gaan door de punten ὃ ςὄ en σὃ ὅ, (ii) Liggen de punten ὖ υὃ ςὄ ςὅ en ὗ ὃ τὄ

ὅ op de rechte Ὑ? (iii) Stel de vectoriële vergelijking op van de vectorrechte evenwijdig met Ὑ. 

Oplossing: (i) De twee steunpunten zijn ί ὃ ςὄ en ί σὃ ὅ. De richtingsvector voor de 

vectorrechte evenwijdig met Ὑ wordt bepaald door het punt ὥ ί ί ςὃ ςὄ ὅ. We vinden 

dat de rechte Ὑ volgende vectoriële vergelijking heeft 

Ὑ ὃ ςὄ ‗Ȣςὃ ςὄ ὅ 
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(ii) Een punt ligt op de rechte Ὑ indien een unieke waarde voor ‗ kan gevonden worden. We zoeken 

de waarde van ‗, eerst voor het punt ὖ: 

υὃ ςὄ ςὅ ὃ ςὄ ‗ςὃ ςὄ ὅ ‗
τὃ τὄ ςὅ

ςὃ ςὄ ὅ
ς 

We besluiten dat het punt ὖ zich bevindt op de rechte Ὑ. We evalueren de locatie van het punt ὗ: 

ὃ τὄ ὅ ὃ ςὄ ‗ςὃ ςὄ ὅ ‗
ςὄ ὅ

ςὃ ςὄ ὅ
ᶱᴙ 

Aangezien de breuk zich niet vereenvoudigt tot een getal, behoort het punt ὗ niet tot de rechte Ὑ. 

(iii) De vectorrechte evenwijdig met de rechte Ὑ heeft dezelfde richting als Ὑ maar het steunpunt is de 

oorsprong. Bijgevolg is de vectoriële vergelijking die we zoeken: 

‗Ȣςὃ ςὄ ὅ 

2.3.8 Examenvraag (tweede zittijd augustus 2016) 
Geef de Cartesische vergelijking van rechte ὧ door het punt ὃ σȟπ en het punt ὄ ςὸȟὸ met 

ὸɴ ᴙ opdat dit punt ligt op de rechte b met parametervergelijking gegeven door: 

ὼ ς‗ φ
ώ χ‗ σ

 

Oplossing: We zoeken eerst de waarde van ὸ. Aangezien het punt ὄ op de gegeven rechte moet liggen, 

vullen we de waarde ὼ ςὸ en ώ ὸ in, in de parametervergelijking: 

ςὸ ς‗ φ
ὸ χ‗ σ

 

We lossen nu het stelsel op naar respectievelijk ὸ en ‗ met behulp van de combinatiemethode en 

vinden 

ςὸ ς‗ φ
ὸ χ‗ σ

ρ
ς
χ
ς

π ρς‗ ρς
ρςὸ τψ

‗ ρ
ὸ τ

 

Het punt ὄ ψȟτ. De Cartesische vergelijking kunnen we nu opstellen: 

ώ
τ

υ
ὼ σ ώ

τ

υ
ὼ
ρς

υ
 

2.3.9 Examenvraag (Tussentijdse evaluatie 2014) 
Beschouw in het Cartesische assenstelsel de vectoren ὃ ρ ρȟὄ ς ρ. Bereken de 

Cartesische voorstelling van de rechte ὖ ‗ςὄ ὃ ςὃ met ‗ɴ ᴙ en van de rechte ὖ die 

evenwijdig is met ὖ maar door de eerste basisvector Ὡ ρ π gaat. 

Oplossing: We stellen de parametervergelijking op van ὖ: 

ὼ ς σ‗
ώ ς σ‗

 

We vinden de Cartesische vergelijking van ὖ door de parameter ‗ te elimineren: 

ώ ὼ τ ώ ὼ τ 

De rechte ὖ wordt gegeven door: 
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ώ ὼ ὸ 

zodat het punt Ὡ zich op de rechte bevindt, dit leidt tot de unieke waarde voor ὸ: π ρ ὸ ὸ

ρ. De Cartesische vergelijking voor de rechte ὖ wordt 

ώ ὼ ρ 

2.4 (On)gelijkheden grafisch oplossen 

2.4.1 Grafische oplossing voor stelsels met twee onbekenden 
We beschouwen opnieuw stelsels waar we het volgende voorbeeld nemen 

ὼ ψώ ω
τὼ σώ χ

τ
ρ
σ
ψ

ςωώ ςω
ςωὼ ςω

ώ ρ
ὼ ρ

 

In deze paragraaf, gaan we niet de technieken gebruiken uit Hoofdstuk 1 maar we wensen de oplossing 

meetkundig te construeren in een Cartesisch assenstelsel. De idee is om de verschillende 

vergelijkingen in het stelsel als Cartesische vergelijkingen van een rechte te interpreteren en deze te 

tekenen. 

Eigenschap: 

1. Het stelsel heeft juist 1 oplossing indien de rechten snijden waar de oplossing het snijpunt is. 

2. Het stelsel heeft geen oplossingen indien de rechten evenwijdig zijn. 

3. Het stelsel heeft oneindig veel oplossingen indien de rechten samenvallen. 

Uit paragraaf 2.3.4 weten we dat door twee steunpunten een rechte gaat. Bijgevolg volstaat het om 

per vergelijking twee punten te nemen zodat haar Cartesische coördinaten voldoen aan de 

vergelijking. De eenvoudigste punten om te kiezen zijn de snijpunten met de coördinaatassen zodat 

we punten vinden van de vorm ί π ώ  en ί ὼ π die aan de vergelijking voldoet. 

De steunpunten voor vergelijking 1 berekenen we voor het bovenstaand voorbeeld zijn ί π  

en ί ω π. Voor de tweede vergelijking vinden we ook steunpunten ί π  en ί π. 

 

Figuur 15: De rechten ὼ ψώ ω met steunpunten ίȟί en τὼ σώ χ met steunpunten ίȟί. De schaal 
van de grafiek is 0.5 cm. 

ί 

ί ὼ 

ώ 

ί 

ί 
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Nu kunnen we deze punten aanbrengen in het Cartesisch assenstelsel en de punten verbinden om de 

rechten te tekenen. De oplossing van het stelsel is precies het snijpunt tussen de twee rechten. In 

Figuur 15 zijn de twee vergelijkingen getekend waarbij het snijpunt zich in de oplossing ρ ρ zich 

bevindt. 

Opmerking: Indien de vergelijking een vectorrechte voorstelt zodat het rechterlid van de vergelijking 

0 is, dan vallen de snijpunten met de coördinaatassen samen. Op die manier moet je als tweede punt 

een ander punt kiezen naar keuze. 

Om de opmerkingen te illustreren, beschouwen we een tweede voorbeeld die we zowel met de 

combinatiemethode als grafisch zullen oplossen: 

ὼ ώ σ
ὼ τώ π

ρ
ρ
τ
ρ

σώ σ
σὼ ρς

ώ ρ
ὼ τ

 

We gaan opnieuw twee steunpunten bepalen per vergelijking om deze rechten en de bijhorende 

oplossing van het stelsel visueel neer te zetten in een Cartesisch assenstelsel. De eerste vergelijking 

heeft de steunpunten ί π σ en ί σ π. Deze steunpunten zijn de snijpunten die de 

rechte maakt met de coördinaatassen. De tweede vergelijking stelt een vectorrechte voor en gaat dus 

door de oorsprong met steunpunt ί π π. Om een tweede steunpunt te vinden, volstaat het niet 

om naar de snijpunten met de coördinaatassen te kijken want dat levert alleen ί op, we nemen een 

andere waarde voor ὼ en berekenen de bijhorende waarde voor ώ: ί ς . 

 

Figuur 16: De rechten ὼ ώ σmet steunpunten ίȟί en ὼ τώ π met steunpunten ίȟί. De schaal van 
de grafiek is 0.5 cm. 

In Figuur 16 worden de twee rechten van de vergelijking visueel weergegeven in een Cartesisch 

assenstelsel waarbij we de oplossing kunnen aflezen. Met deze grafische aanpak is het eenvoudig om 

in te zien Řŀǘ ŘŜ ŜƛƎŜƴǎŎƘŀǇ ƎŜƭŘǘ ŘƛŜ о ǎŎŜƴŀǊƛƻΩǎ ōŜǎŎƘǊƛƧŦǘΦ ²Ŝ ƴŜƳŜƴ ŜŜƴ ǾƻƻǊōŜŜƭŘ ŘƛŜ ǎŎŜƴŀǊƛƻ н 

illustreert: vals stelsel. 

ὼ ψώ ω
σὼ ςτώ χ

σ
ρ

ςπ π
σὼ ςτώ χ

 

ί 

ί 

ὼ 

ώ 

ί 
ί 
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De combinatiemethode levert onmiddellijk een vergelijking op die vals is: ςπ π. Bijgevolg zijn er geen 

oplossingen. Bijgevolg, indien we de vergelijkingen als rechten in een Cartesisch assenstelsel 

beschouwen mag er geen snijpunt bestaan: de rechten moeten evenwijdig zijn. 

De steunpunt voor de grafische oplossing van dit voorbeeld zijn als volgt: ίȟί zijn precies de punten 

zoals in Figuur 15, we berekenen steunpunten voor de tweede vergelijking die ί π  en ί

π oplevert. De tekening in Figuur 17 laat zien dat het stelsel geen oplossingen heeft omdat de 

rechten zich evenwijdig van elkaar bevinden en geen snijpunt gemeen hebben. 

 

Figuur 17: De rechten ὼ ψώ ω met steunpunten ίȟί en σὼ ςτώ χ met steunpunten ίȟί. De schaal 
van de grafiek is 0.5 cm. 

We kunnen het voorbeeld nog een keer aanpassen om ook scenario 3 waarbij er oneindig veel 

oplossing van het stelsel zijn te illustreren: 

ὼ ψώ ω
σὼ ςτώ ςχ

σ
ρ

π π
σὼ ςτώ ςχ

 

Het is duidelijk dat er in dit stelsel een redundante vergelijking is wat betekent dat deze geschrapt mag 

worden. Dit betekent echter dat er maar 1 vergelijking is en dus bijgevolg maar 1 rechte. Elk punt op 

deze rechte is een oplossing van het stelsel. De rechte heeft als steunpunten ί π  en ί

ω π. 

2.4.2 Ongelijkheden grafisch oplossen 
Bij het oplossen van ongelijkheden, wens je in het Cartesische assenstelsel de coördinaten te kennen 

van de punten die de ongelijkheid waar maken. Als voorbeeld beschouwen we de ongelijkheid: 

ςὼ σώ φ 

We weten reeds dat de gelijkheid ς in dit geval ςὼ σώ φ ς een rechte voorstelt gegeven als een 

Cartesische vergelijking. Bijgevolg geldt de belangrijke regel: 

  

ί 

ί ὼ 

ώ 

ί 

ί 



Hoofdstuk 2: Vlakke meetkunde 
 

 

 
36 

Eigenschap: De oplossing van een (strikte) ongelijkheid is steeds een halfvlak begrensd door de rechte. 

Indien er één punt in het halfvlak aan de ongelijkheid voldoet, dan voldoet elk punt van het halfvlak 

aan de ongelijkheid. Omgekeerd geldt ook dat als er één punt in het halfvlak niet aan de ongelijkheid 

voldoet dan voldoet geen enkel punt van het halfvlak aan de ongelijkheid. 

Met behulp van de eigenschap, kunnen we een ongelijkheid oplossen door drie stappen te doorlopen: 

(i) we tekenen de rechte, de punten op de rechte voldoen aan de gelijkheid, (ii) we nemen een testpunt 

in elk van de halfvlakken t.o.v. de rechte, (iii) de oplossing is dat halfvlak die het testpunt bevat waar 

de ongelijkheid geldt. We illustreren deze werkwijze op het bovenstaand voorbeeld. 

 

Figuur 18: De rechte ςὼ σώ φ met steunpunten ίȟί en testpunten ὸȟὸ voor de ongelijkheid ςὼ σώ
φ zodat de oplossing bepaald wordt door het halfvlak in het rode gebied. De schaal van de grafiek is 0.5 cm. 

We beschouwen de steunpunten van de vergelijking ςὼ σώ φ gegeven door ί π ς en 

ί σ π. Het eenvoudigste testpunt dat niet op de rechte zich bevindt is de oorsprong ὸ

π π. Het tweede testpunt is ὸ σȟς dat precies door de niet-nul coördinaten van de 

steunpunten wordt gevormd. We evalueren de testpunten in de ongelijkheid: 

¶ Testpunt 1: π φ 

¶ Testpunt 2: ρς φ 

Alleen voor testpunt 1 is de ongelijkheid correct, bijgevolg is de oplossing van de ongelijkheid het 

volledige halfvlak t.o.v. de rechte waarin testpunt ὸ zich bevindt zoals aangegeven in Figuur 18. 

Precies op dezelfde manier, kunnen we stelsels ongelijkheden oplossen op een grafische manier. We 

lossen elk van de ongelijkheden op waar de doorsnede van de toegelaten halfvlakken per vergelijking 

de oplossing aanbiedt van het stelsel. 

We beschouwen het volgende stelsel ongelijkheden: 

ςὼ σώ φ
σὼ ςώ ρ

 

De eerste ongelijkheid werd reeds opgelost in Figuur 18. Nu lossen we de tweede ongelijkheid op. We 

beschouwen eerst de gelijkheid σὼ ςώ ρ en beschouwen de steunpunten ί π  en 

ί 

ί ὼ 

ώ 

ὸ 

ὸ 
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ί π. Opnieuw is het testpunt ὸ π π een eenvoudige keuze zodat we ook ὸ als tweede 

testpunt kunnen kiezen. We evalueren de testpunten: 

¶ Testpunt 1: π ρ 

¶ Testpunt 2: ρσ ρ 

Alleen voor het eerste testpunt is de ongelijkheid correct, bijgevolg is de oplossing van de ongelijkheid 

het volledige halfvlak t.o.v. de rechte waarin testpunt ὸ zich bevindt zoals aangegeven in 

 

Figuur 19: De rechte σὼ ςώ ρ met steunpunten ίȟί en testpunten ὸȟὸ voor de ongelijkheid σὼ
ςώ ρ zodat de oplossing bepaald wordt door het halfvlak in het groene gebied. De schaal van de grafiek is 

0.5 cm. 

Om de oplossing van het stelsel te bekomen, moet de doorsnede bepaald worden van de twee 

toegelaten gebieden in respectievelijk Figuur 18 en Figuur 19. 

 

Figuur 20: De oplossing van de ongelijkheid als doorsnede van de toegelaten halfvlakken uit Figuur 18 en Figuur 
19. 

2.4.3 Toepassing 
Cirque du Soleil maakt reclame voor familiedeals indien je een zetel kiest waar de kostprijs voor 

volwassenen en kinderen minstens 100 euro bedraagt. De eerste deal houdt in dat 4 volwassenen met 

ί 
ί 

ὼ 

ώ 

ὸ 

ὸ 

ί 

ί ὼ 

ώ 

ὸ 

ὸ 

ί ί 
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2 kinderen maximaal 374 euro betaalt waar de tweede deal inhoudt dat 2 volwassenen met 3 kinderen 

maximaal 285 euro betaalt. De effectieve prijs hangt af van de zetel. 

Een groepstarief met 8 volwassenen met 12 kinderen bedraagt maximaal 850 euro, is dit dan beter 

dan de familiedeals onafhankelijk van de zetelkeuze? 

Oplossing: We voeren onbekenden ὼ prijs voor een volwassene en ώ prijs voor een kind. De volgende 

gegevens zijn ter beschikking wat de familiedeals betreft: 

ὼ ώ ρππ
τὼ ςώ σχτ
ςὼ σώ ςψυ

 

Het groepstarief geeft de ongelijkheid: ψὼ ρςώ ψυπ. Is dit goedkoper dan wat bekomen kan 

worden door de familiedeals? We tekenen de verschillende rechten uit het stelsel van ongelijkheden 

en bepalen het gemeenschappelijke gebied waar de ongelijkheden geldig zijn. In Figuur 21 zien we dat 

het groepstarief beter is dan een combinatie van de familiedeals aangezien het groepstarief per zitje 

goedkoper wordt dan wat de familiedeals kan aanleveren. 

 

Figuur 21: Toepassing Cirque du Soleil ς het stelsel van ongelijkheden wordt bepaald door de gekleurde rechten 
waar het blauwe gebied de oplossing van het stelsel aangeeft, de rechte in stippenlijn is de ongelijkheid van het 

groepstarief en de mogelijke oplossingen in het gele gebied. 

2.5 Lineaire afbeelding 
In deze paragraaf bekijken we de invloed van het Cartesische coördinatensysteem op lineaire 

afbeeldingen zoals verschuivingen, vergrotingen (homothetie), draaiingen en spiegelingen. Als we 

deze afbeeldingen in een Cartesisch assenstelsel uitdrukken dan blijkt dat een lineaire afbeelding kan 

voorgesteld worden door een matrix zodat het beeld een matrixvermenigvuldiging wordt met een 

vector. Deze matriciële constructies liggen aan de basis van digitale televisie, fotoshop, JPEG maar ook 

moderne tekenfilms. De reden hiertoe is dat meetkundige operaties snel kunnen doorgerekend 

worden en voorgesteld worden aan de hand van matrices. 
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2.5.1 Spiegelen rond de oorsprong 
De eerste afbeelding die we bestuderen is een spiegeling van een punt ὥ rond de oorsprong. Een 

spiegeling rond de oorsprong betekent dat we de rechte beschouwen door ὕ en ὥ zodat het 

spiegelpunt ὥᴂ zich op dezelfde afstand bevindt van de oorsprong als ὥ en zich op de rechte bevindt 

maar langs de andere kant van de oorsprong dan het punt ὥ. Bijgevolg zijn de punten ὥ en ὥᴂ vectoren 

van eenzelfde grootte en richting maar de zin is tegengesteld. 

 

Figuur 22: Puntspiegeling rond de oorsprong. 

Uitgaande van de grafische voorstelling in Figuur 22, kunnen we de puntspiegeling rond de oorsprong 

uitdrukken met Cartesische coördinaten. We beschouwen de punten ὥ ὼ ώ  en ὥ
ὼ ώ  zodat de punten elkaars spiegelbeeld zijn rond de oorsprong. Als we de punten 

uitdrukking in haar basisrichtingen ὩȟὩ dan vinden we: 

ὥ
ὼ
ώ ὼ

ρ
π

ώ
π
ρ

ρ π
π ρ

ὼ
ώ  

Een puntspiegeling rond de oorsprong wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met de 

spiegelingsmatrix 

Ὓ
ρ π
π ρ

 

De matrix geeft per kolom de puntspiegeling weer van de basisrichtingen. De basisrichting Ὡ wordt 

gespiegeld naar Ὡ, terwijl Ὡ gespiegeld wordt naar Ὡ. 

2.5.2 Spiegelen om een as 
De tweede spiegeling die we beschouwen spiegelt een punt om een as. Een punt ὥᴂ is de spiegeling 

van het punt ὥ om een rechte Ὑ, indien de rechte door de punten ὥ en ὥ loodrecht op de Ὑ staat 

zodat de afstand van ὥ tot de rechte Ὑ en de afstand van ὥᴂ tot de rechte Ὑ gelijk zijn. Figuur 23 

illustreert het principe grafisch. 

De spiegeling om de rechte Ὑ kan opnieuw uitgedrukt worden met behulp van een 

matrixvermenigvuldiging. Om deze matrix te berekenen, moeten we alleen de basispunten ὩȟὩ 

spiegelen om de rechte Ὑ om ὩȟὩ te bekomen: 

ὥ
ὼᴂ

ώᴂ

Ὡȟ Ὡȟ
Ὡȟ Ὡȟ

ὼ
ώ  
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Een spiegeling om een as Ὑ wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met de spiegelingsmatrix 

gegeven door 

Ὓ
Ὡȟ Ὡȟ
Ὡȟ Ὡȟ

 

De matrix geeft per kolom de spiegeling om de rechte Ὑ van de basisrichtingen. . De basisrichting Ὡ 

wordt gespiegeld naar Ὡ, terwijl Ὡ gespiegeld wordt naar Ὡ. 

 

Figuur 23: Spiegeling om een rechte 

2.5.3 Homothetie 
Een homothetie is een vergroting of verkleining van een vector. Bijgevolg wordt een vector dichter of 

verder weg van de oorsprong gebracht zoals geïllustreerd in Figuur 24. 

 

Figuur 24: Homothetie 

De matrixvermenigvuldiging om een homothetie te bekomen drukt alleen de vergrotings- of 

verkleiningsfactor Ὤ uit die het punt verder of dichter bij de oorsprong brengt: 

ὥ
Ὤ π
π Ὤ

ὼ
ώ  

Merk op dat indien Ὤ ρ de homothetie een puntspiegeling rond de oorsprong wordt. 
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Een homothetie met vergrotingsfactor Ὤ wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met matrix 

gegeven door 

Ὄ
Ὤ π
π Ὤ

 

De matrix geeft per kolom de vergroting/verkleining van de basisrichtingen aan. De basisrichting Ὡ 

wordt vergroot/verkleind naar 
Ὤ
π

, terwijl Ὡ vergroot/verkleind wordt naar 
π
Ὤ

. De homothetie is een 

vergroting indien Ὤ ρ en een verkleining indien Ὤ ρ. De factor mag negatief zijn maar dan is de 

homothetie een combinatie van een homothetie en een spiegeling om de oorsprong. 

2.5.4 Rotatie 
Een rotatie draait een punt over een hoek — meestal uitgedrukt in tegenwijzerzin. Bijgevolg zullen ook 

de basisrichtingen en de coördinaatsassen diezelfde draaiing ondergaan. 

 

Figuur 25: Rotatie over een hoek — 

De regels van een rechthoekige driehoek laat toe om mits wat goniometrie, de transformatiematrix te 

berekenen. Inderdaad, de basisrichting Ὡ
ρ
π

 wordt getransformeerd tot Ὡ
ÃÏÓ—
ÓÉÎ—

 terwijl de 

tweede basisrichting Ὡ
π
ρ

 getransformeerd wordt tot Ὡ
ÓÉÎ—
ÃÏÓ—

. We maakten gebruik dat in 

een rechthoekige driehoek geldt: 

 

 

ÃÏÓ
ÁÁÎÌÉÇÇÅÎÄÅ ÚÉÊÄÅ

ÓÃÈÕÉÎÅ ÚÉÊÄÅ
 

ÓÉÎ
ÏÖÅÒÓÔÁÁÎÄÅ ÚÉÊÄÅ

ÓÃÈÕÉÎÅ ÚÉÊÄÅ
  

 

Het min-teken bij Ὡ verschijnt aangezien de draaiing het punt Ὡ brengt aan de linkerkant van de 

verticale as die een negatieve ὼ-coördinaat heeft. 

Een draaiing over een hoek — in tegenwijzerzin wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met 

matrix gegeven door 

Ὑ
ÃÏÓ — ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

 

De matrix geeft per kolom de rotatie van de basisrichtingen aan. De basisrichting Ὡ wordt gedraaid 

naar 
ÃÏÓ—
ÓÉÎ—

, terwijl Ὡ gedraaid wordt naar 
ÓÉÎ—
ÃÏÓ—

. 
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2.5.5 Verschuiving 
Bij een verschuiving worden alle punten van het Cartesisch assenstelsel verschoven over een lijnstuk. 

Alle punten worden dus evenwijdig met dit lijnstuk verschoven en de schuifafstand is precies de lengte 

van het lijnstuk zoals grafisch weergegeven in Figuur 26. Bij een verschuiving heb je een matrix nodig 

van orde σ σ in plaats van de tot nu toe gebruikte matrices van orde ς ς. Tot dusver bestond de 

matrix van orde ς ς uit kolommen die aangaven hoe de basisvectoren zich transformeren. De derde 

kolom drukt uit hoe de oorsprong transformeert. Merk op dat in de vorige transformaties zoals rotatie, 

homothetie, spiegeling de oorsprong niet verandert waardoor er geen nood is om een derde kolom 

toe te voegen. De derde rij bestaat altijd uit π π ρȢ 

 

Figuur 26: Verschuiving 

Een verschuiving over een lijnstuk wordt bepaald door een matrixvermenigvuldiging met 

(bovendriehoeks)matrix van orde σ σ die gegeven wordt door 

Ὕ
ρ π ὼ
π ρ ώ
π π ρ

 

De derde kolom geeft de nieuwe locatie aan in het Cartesische assenstelsel van de oorsprong na 

verschuiving. 

Op die manier berekenen we de coördinaten van het punt ὥᴂ als volgt: 

ὼ
ώ
ρ

ρ π ὼ
π ρ ώ
π π ρ

ὼ
ώ
ρ

 

Er wordt een derde coördinaat toegevoegd maar deze is altijd 1. 

2.5.6 Combinatie 
Een combinatie van verschillende lineaire afbeeldingen resulteert in een product van de 

respectievelijke matrices waarbij de factor rechts de eerste operatie inhoudt en de factor links de 

laatste. 

Voorbeeld: We draaien -45 graden en spiegelen om de negatieve bissectrice om dan 3 basisvectoren 

naar rechts en 1 basisvector naar boven te verschuiven. 

We starten met de draaiing van 45 graden in wijzerszin 
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De rotatiematrix wordt gegeven door 

Ὑ Ј

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
ρ

Ѝς

ρ

ЍςỨ
ủ
ủ
Ủ

 

De volgende stap is een spiegeling om de negatieve bissectrice 

 

 
 
 
De spiegelingsmatrix wordt gegeven 
door 

Ὓ
π ρ
ρ π

 

De laatste stap is een verschuiving die de oorsprong brengt naar het punt met coördinaten ὕ σȟρ 

 

 
 
 
De verschuivingsmatrix wordt gegeven 
door 

Ὕ
ρ π σ
π ρ ρ
π π ρ

 

De drie operaties uitvoeren in die specifieke volgorde kan berekend worden aan de hand van de 

matrixvermenigvuldiging: 

ρ π σ
π ρ ρ
π π ρ

π ρ π
ρ π π
π π ρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
π

ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
π

π π ρỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ρ π σ
π ρ ρ
π π ρ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
π

ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
π

π π ρỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
σ

ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
ρ

π π ρỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

ὼ 

ὼᴂ 

ώ 

ώᴂ 

Ὑ 

Ὡᴂ 

Ὡ 

Ὡᴂ 

Ὡ 

ὼ 

ώ 

ὕᴂ 

ὕ 
ὼ 

ώ 



Hoofdstuk 2: Vlakke meetkunde 
 

 

 
44 

2.6 Eigenwaarden en ςvectoren 

2.6.1 Intuïtie 
We hebben gezien dat we een combinatie van verschuivingen, draaiingen, spiegelingen en 

homothetieën kunnen bekijken als een matrix van orde 3x3. Een eigenvector is een richting die door 

de lineaire afbeelding niet van richting verandert maar alleen van grootte. De vergrotingsfactor is de 

eigenwaarde. We zoeken dus naar vectoren die aan de volgende vergelijking voldoen: 

ὃὼ ‗ὼ

ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ

ὼ
ὼ
ὼ

‗

ὼ
ὼ
ὼ

 

zodat ‗ɴ ᴙ de eigenwaarde is en ὼɴ ᴙ  de eigenvector. We kunnen de vergelijking ook aan de 

hand van een stelsel schrijven: 

ὃ ‗Ὅὼ π

ὥ ‗ὼ ὥ ὼ ὥ ὼ π

ὥ ὼ ὥ ‗ὼ ὥ ὼ π

ὥ ὼ ὥ ὼ ὥ ‗ὼ π

 

Indien ‗ een eigenwaarde is dan zijn er oneindig veel oplossingen. Wanneer je een oplossing ὼ 

gevonden hebt, dan is ὶὼ ook een oplossing voor ὶɴ ᴙ. Een eigenvector is dus een vectorrechte die 

door de oorsprong gaat. Indien je een ‗ kiest die geen eigenwaarde is, dan is de enige oplossing van 

het stelsel de oorsprong. 

2.6.2 Determinant: berekenen van eigenwaarden 
De determinant speelt een belangrijke rol om redundante vergelijkingen te identificeren in een stelsel. 

Indien we het stelsel beschouwen ὃὼ ὦ waarbij de matrix ὃᶰᴙ  en ὼȟὦɴ ᴙ  dan bezit het 

stelsel een redundante vergelijking indien ÄÅÔὃ π bijgevolg kan er een vergelijking worden 

geschrapt en bezit het stelsel oneindig veel oplossingen. 

Determinant van een matrix van orde ς ς: 

ÄÅÔ
ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ  

Determinant van een matrix van orde σ σ via de ontwikkelingsregel: 

ÄÅÔ

ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ

ὥ ÄÅÔ
ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ÄÅÔ

ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ÄÅÔ

ὥ ὥ
ὥ ὥ  

ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ  ὥ ὥ ὥ  

Je mag ontwikkelen volgens gelijk welke rij of kolom, je moet wel oppassen want als de som van de 

index van de spilelementen (groen) even is dan staat er een optelling, indien de som van de index 

oneven is dan verschijnt een minteken. 

ÄÅÔ

ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ

ὥ ÄÅÔ
ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ÄÅÔ

ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ÄÅÔ

ὥ ὥ
ὥ ὥ  

ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ  ὥ ὥ ὥ  

De spilelementen ὥ ȟὥ ȟὥ  en ὥ  krijgen een minteken, de andere spilelementen ὥ ȟὥ ȟὥ ȟὥ  

en ὥ  bekomen een plusteken. 

Opmerking: Een kortere notatie voor aan te geven dat een determinant wordt berekend is als volgt: 
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ÄÅÔ

ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ

ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ

 

De notatie aan de hand van verticale lijnen is internationaal niet meer populair. De afname in 

populariteit is omdat de notatie te veel verwarring brengt met de absolute waarde ȿσȿ σ. De 

determinant kan ook negatief zijn. Beide notaties mogen gebruikt worden in deze cursus. 

We kunnen de eigenwaarden van een matrix ὃ vinden als de getallen waarvoor de volgende 

determinant gelijk is aan 0: 

ÄÅÔὃ ‗Ὅ ÄÅÔ

ὥ ‗ ὥ ὥ
ὥ ὥ ‗ ὥ
ὥ ὥ ὥ ‗

π 

De eigenvector bij een eigenwaarde ‗ is de oplossing van het stelsel: 

ὥ ‗ὼ ὥ ὼ ὥ ὼ π

ὥ ὼ ὥ ‗ὼ ὥ ὼ π

ὥ ὼ ὥ ὼ ὥ ‗ὼ π

 

Opmerking: Het aantal oplossingen van dit stelsel moet altijd oneindig zijn, indien je de 0-oplossingen 

vindt, dan is de keuzen van eigenwaarde fout.  

2.6.3 Voorbeeld 
We bekijken het voorbeeld uit paragraaf 2.5.6 waar de lineaire afbeelding de matrixvermenigvuldiging 

inhoudt met matrix 

ὃ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
σ

ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
ρ

π π ρỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

We berekenen de eigenwaarden: 

ÄÅÔὃ ‗Ὅ ÄÅÔ

ở

Ở
ờ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς
‗

ρ

Ѝς
σ

ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
‗ ρ

π π ρ ‗Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ợ

ỡ
Ỡ

 

ρ ‗
ρ

ς
‗

ρ

ς
 

ρ ‗ ρ ‗ 

De eigenwaarden zijn ‗ ρ en ‗ ρ. We berekenen de eigenvectoren bij elke eigenwaarde en 

bekomen voor ‗ ρ: 

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ρ

ρ

Ѝς
ὼ

ρ

Ѝς
ὼ σὼ π

ρ

Ѝς
ὼ ρ

ρ

Ѝς
ὼ ὼ π

ςὼ π ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ρ

ρ

Ѝς
ὼ

ρ

Ѝς
ὼ π

ρ

Ѝς
ὼ ρ

ρ

Ѝς
ὼ π

ὼ π

ρ

Ѝς

ρ
ρ

Ѝς
π
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ừ
Ừ

ứρ
ρ

Ѝς
ὼ

ρ

Ѝς
ὼ π

πὼ π
ὼ π

 

De tweede vergelijking is redundant en kan geschrapt worden zodat de eigenvector gegeven wordt 

door: 

ὠ ὸ Ѝς ρὸ πȿὸɴ ᴙ  

We vinden de vectorrechte met parametervergelijking: 

ὼ ὸ

ώ Ѝς ρὸ 

De Cartesische vergelijking van de eigenrechte is ώ Ѝς ρὼ. Alle punten op deze rechte worden 

door de lineaire afbeelding ὃ terug op die rechte afgebeeld. Aangezien de eigenwaarde -1 is zal de 

afbeelding de punten op de rechte puntspiegelen rond de oorsprong. 

 

 
 
 
De rotatiematrix wordt gegeven door 

Ὑ Ј

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
ρ

Ѝς

ρ

ЍςỨ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 
 
 
 
De spiegelingsmatrix wordt gegeven 
door 

Ὓ
π ρ
ρ π

 

Opmerking: De eigenvector is alleen een eigenvector voor de combinatie rotatie over 45 graden 

gevolgd door de spiegeling rond de negatieve bissectrice zonder de verschuiving. Voor de verschuiving 

ook te kunnen gebruiken moet de ὼ-coördinaat immers gelijk zijn aan 1 terwijl de eigenvector deze 

vasthoudt op ὼ π. 

Nu berekenen we de eigenvectoren bij de eigenwaarde ‗ ρ en we bekomen het stelsel: 

ὼ 

ώ 

ὥ 

ὥᴂ 

ώ Ѝς ρὼ 

ὼ 

ώ 

ὥ 

ὥᴂ 

ώ Ѝς ρὼ Ὑ 

ὥᴂᴂ 
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ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ
ρ

Ѝς
ρὼ

ρ

Ѝς
ὼ σὼ π

ρ

Ѝς
ὼ ρ

ρ

Ѝς
ὼ ὼ π

πȢὼ π

 

De derde vergelijking is duidelijk redundant en mag geschrapt worden. We lossen de overige 

vergelijkingen op: 

ừ
Ừ

ứ
ρ

Ѝς
ρὼ

ρ

Ѝς
ὼ σὼ π

ρ

Ѝς
ὼ ρ

ρ

Ѝς
ὼ ὼ π

ρ

Ѝς
ρ

Ѝς
ρ

ρ

Ѝς
ρὼ

ρ

Ѝς
ὼ π

ὼ π

 

De oplossing van het stelsel wordt: 

ὠ ὸ ρ Ѝςὸ πȿὸɴ ᴙ  

De eigenvector is een rechte met parametervergelijking: 

ὼ ὸ

ώ ρ Ѝςὸ
 

De Cartesische vergelijking van de eigenrechte is ώ ρ Ѝςὼ. Alle punten op deze rechte worden 

door de lineaire afbeelding ὃ terug op die rechte afgebeeld. Aangezien de eigenwaarde ‗ ρ blijven 

de punten op hun plaats zonder te bewegen. 

 

 
 
 
De rotatiematrix wordt gegeven door 

Ὑ Ј

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

Ѝς

ρ

Ѝς
ρ

Ѝς

ρ

ЍςỨ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 
 
 
 
De spiegelingsmatrix wordt gegeven 
door 

Ὓ
π ρ
ρ π

 

ὼ 

ώ 

ὥ 

ώ ρ Ѝςὼ 

ὥᴂ 

Ὑ 

ὼ 

ώ 

ὥ ὥᴂᴂ 

ὥᴂ 

ώ ρ Ѝςὼ 
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2.6.4 Toepassing 
Groeimodel zijn dynamische vergelijkingen waarbij aan de hand van een matrixvermenigvuldiging 

informatie wordt geüpdatet. De eigenvectoren geven inzicht hoe de toestand van het systeem 

verandert. Laten we een konijnenpopulatie beschouwen waarbij volgende informatie beschikbaar is: 

1. Slechts de 50% van de konijn overleven het eerste jaar. 

2. Van die 50% die het eerste jaar overleven, overleeft 50% het tweede jaar. 

3. In het eerste jaar zijn er geen nakomelingen, terwijl er gemiddeld in het tweede jaar 6 

nakomelingen en in het derde jaar 8 nakomelingen per konijn verwacht worden. 

Beschouw de vector ὼɴ ᴙ  zodat ὼ

ὼ
ὼ
ὼ

 met ὼ het aantal vrouwtjes met leeftijd onder 1 jaar, 

ὼ het aantal vrouwtjes met leeftijd tussen 1 en 2 jaar, ὼ het aantal vrouwtjes met leeftijd tussen 2 

en 3 jaar. De matrix die de aantallen aanpast naar het volgende jaar wordt gegeven door: 

ὃ
π φ ψ
πȢυ π π
π πȢυ π

 

Onderstel dat we starten met 10 konijnen die net geslachtsrijp zijn op een leeftijd van 2 jaar, het 

volgende jaar mogen we volgende verdeling verwachten: 

ὃ
π
ρπ
π

φπ
π
υ

 

In jaar drie leidt dit tot de volgende verdeling van de konijnenpopulatie: 

ὃ
φπ
π
υ

τπ
σπ
π

 

Over een tijdspanne van 15 jaar hebben we volgende populatieverdeling: 

Jaar 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

x1 0 60 40 180 240 620 1080 2340 4480 9180 18120 36500 72720 145740 291160 

x2 10 0 30 20 90 120 310 540 1170 2240 4590 9060 18250 36360 72870 

x3 0 5 0 15 10 45 60 155 270 585 1120 2295 4530 9125 18180 

Figuur 27: Populatieverdeling konijnen over 15 jaar 

Uit de tabel valt op dat vanaf jaar 8, de populatie per leeftijdsgroep ongeveer verdubbelt. Deze 

verdubbeling is precies wat verwacht wordt aangezien de grootste eigenwaarde van de matrix ὃ gelijk 

is aan 2. Laten we de grootste eigenwaarde berekenen en de bijhorende eigenvector van de matrix. 

We berekenen: 

ÄÅÔ
‗ φ ψ
πȢυ ‗ π
π πȢυ ‗

‗ σ‗ ς ‗ ρ ‗ ‗ ς ‗ ρ ‗ ς 

De eigenwaarden zijn bijgevolg ρ en ς. We berekenen nu de eigenvector bij eigenwaarde ‗ ς aan 

de hand van de Gaussmethode: 
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ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ
ςὼ φὼ ψὼ π
ρ

ς
ὼ ςὼ π

ρ

ς
ὼ ςὼ π

Ḑ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ς φ ψ π
ρ

ς
ς π π

π
ρ

ς
ς πỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

ựựựự
ρ σ τ π
ρ τ π π
π ρ τ π

 

Nu passen we de Gaussmethode toe om een bovendriehoeksmatrix te bekomen: 

ρ σ τ π
ρ τ π π
π ρ τ π

ựựựựựự
ρ σ τ π
π ρ τ π
π ρ τ π

 

De laatste rij is redundant en we bekomen het stelsel: 

ὼ σὼ τὼ π
ὼ τὼ

 

De oplossing van het stelsel is de verzameling ὠ ρφὸ τὸ ὸȿὸɴ ᴙ . Bijgevolg kunnen we 

verwachten dat het aantal konijnen in leeftijdsgroep 1 ongeveer gelijk is aan 4 keer het aantal in 

leeftijdsgroep 2 en dat het aantal in leeftijdsgroep 2 ook 4 keer het aantal konijnen is in leeftijdsgroep 

3. Als we kijken naar de tabel in Figuur 27 dan zien we dat deze verhoudingen optreden na een verloop 

van tijd. Hoe verder in de tijd, hoe correcter dat deze verhouding weerspiegelt zullen worden. Dit 

ŦŜƴƻƳŜŜƴ ƘŜŜǘ ƳŜƴ ŘŜ άǿŜǘ Ǿŀƴ wŀȅƭŜƛƎƘέ ƻŦ άǉǳƻǘƛšƴǘƛǘŜǊŀǘƛŜ Ǿŀƴ wŀȅƭŜƛƎƘέΦ De wet voorspelt dat na 

verloop van tijd door het herhaaldelijk toepassing van een matrixproduct, het resultaat ervan streeft 

naar de eigenvector geassocieerd met de grootste eigenwaarde. 

Wet van Rayleigh: Voor een matrix ὃᶰᴙ  met een unieke grootste eigenwaarde ‗ en eigenvector 

ὼ geldt dat ὃὼ voor Ὧ voldoende groot, streeft naar de eigenvector van de matrix ὃ zodat ὼ ὃὼ 

bij de eigenwaarde ‗. Dit geldt voor elke ὼɴ ᴙ  zolang ὼ niet loodrecht staat op ὼ. 

OpmerkingΥ 5Ŝ DƻƻƎƭŜ ȊƻŜƪƳŀŎƘƛƴŜ ƎŜōǊǳƛƪǘ ŘŜ ǿŜǘ Ǿŀƴ wŀȅƭŜƛƎƘΦ 5Ŝ ǇŀƎƛƴŀΩǎ ƴŀ ŜŜƴ άDƻƻƎƭŜ ǎŜŀǊŎƘέ 

ǿƻǊŘŜƴ ƛƴ ŘƛŜ ǾƻƭƎƻǊŘŜ ǿŜŜǊƎŜƎŜǾŜƴ ȊƻŘŀǘ ŀƭǎ ƧŜ ǿƛƭƭŜƪŜǳǊƛƎ Ȋƻǳ ƘȅǇŜǊƭƛƴƪǎ ǾƻƭƎŜƴ ƛƴ ǇŀƎƛƴŀΩǎ ŘƛŜ 

gerelateerd zijn met je zoekopdracht, je met de hoogste waarschijnlijk na een voldoende lange tijd 

aankomt bij de eerste Google pagina, de tweede meest waarschijnlijke eindpunt is de tweede pagina 

ƛƴ ŘŜ ȊƻŜƪǊŜǎǳƭǘŀǘŜƴ ŜƴȊΧ 

De wet van Rayleigh speelt een belangrijke rol in verschillende domeinen uit de wiskunde. Het gaf 

aanleiding tot grote doorbraken in de numerieke wiskunde die algoritmes beschrijft, dynamische 

systemen die differentiaalvergelijkingen bestudeert en functionaalanalyse die dergelijke 

eigenwaarden en vectoren bestuderen voor oneindigdimensionale functies. Buiten Google maakt ook 

de mobiele communicatie gebruik van deze wetmatigheden onder wat men fixpuntstellingen heet. 
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3 Goniometrie 
Processen in het menselijk lichaam vertonen veel herhaalde patronen. De ademhaling en hartritme 

zijn de meest voor de hand liggende voorbeelden waar een periodiek patroon voorkomt. Het hartritme 

is een periodiek functie waar een aantal slagen per minuut geobserveerd wordt, de ademhaling is 

gekoppeld aan dit hartritme maar is typisch ongeveer een factor 3 trager. Heel veel meetinstrumenten 

die artsen gebruiken buiten deze periodiciteit uit om fysiologische parameters te meten zoals 

bloeddrukmeters, fƻǘƻǇƭŜǘƘȅǎƳƻƎǊŀŦƛŜΣ ƳŀƎƴŜǘƛǎŎƘŜ ǊŜǎƻƴŀƴǘƛŜΣ ōƛƻǎǇŜŎǘǊƻǎŎƻǇƛŜΣ Χ Lƴ ŘŜȊŜ 

meetinstrumentatie speelt periodieke patroneren en afwijkingen van het periodieke gedrag een 

belangrijke rol, die rol wordt kracht bijgezet omdat artsen op basis van deze periodieke verschijnselen 

diagnoses stellen. De tak van de wiskunde die periodieke verschijnselen bestudeert is de harmonische 

analyse. In dit hoofdstuk beperken we ons tot een deeldomein van de harmonische analyse die 

geïnspireerd wordt door de vlakke meetkunde: goniometrie of driehoeksmeetkunde. 

3.1 Inleiding 
Periodieke verschijnselen reguleren de diffusie in het menselijk lichaam. Het dominante periodieke 

effect in het lichaam is uiteraard de pulsatie van het hart. De opdeling van het hart in kamers leidt 

immers verder tot andere pulsaties naast de hartslag. In het bijzonder onderscheidt men systolische 

fase of samentrekking van de linkerhartkamer en diastolische  fase of bloedvulling van de 

linkerhartkamer. 

De hartslag wordt voorgesteld door een sinusgolf die de frequentie volgt van de hartslag: 

Ὤὸ ÓÉÎς“Ὢὸ 
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waarbij Ὢ de frequentie is uitgedrukt in Hertz wat overeenkomt met ongeveer het aantal slagen per 

minuut gedeeld door 60. De verschillende hartkamers en de samenstelling van de slagaders zorgt voor 

een bloeddruk golf.  

ὴὸ ὫÓÉÎς“Ὢὸ  

waarbij de functie Ὣὼ goed voorgesteld kan worden door een veelterm van graad 3: 

Ὣὼ ὥὼ ὦὼ ὧὼὨ 

met parameters ὥȟὦȟὧ en Ὠ die afhangen van de individuele patiënt. Dit hoofdstuk zal onder meer 

tonen dat: 

ÓÉÎὸ
ρ

ς
ρ ÃÏÓςὸ  

zodat de aanwezigheid van een kwadratische functie in de bloeddrukgolf een periodiek verschijnsel 

introduceert die tweemaal zo snel door de slagaders beweegt hoewel met een amplitude die slechts 

de helft is van de bloeddrukgolf. Gelijkaardig aan de tweede graad vinden we voor de derde graad: 

ÓÉÎὸ
ρ

τ
σÓÉÎὸ ÓÉÎσὸ  

Zodat de derde graad een periodiek verschijnsel aanlevert dat driemaal zo snel door de slagaders 

beweegt en dit met een amplitude die vier maal kleiner is dan de bloeddrukgolf. Een bloeddrukgolf bij 

een effectieve patiënt wordt getoond in Figuur 28 waarbij de kleine oscillaties onderaan de kleinere 

maar snellere periodieke golven voorstellen. De hoogteschommelingen bij de toppen wordt 

veroorzaakt door de ademhaling waarbij je ziet dat die toppen zich ook periodiek gedragen maar met 

een patroon dat ongeveer 3 maal trager is dan de hartslag. 

 

Figuur 28: Bloeddrukgolf 

3.2 Goniometrische getallen 

3.2.1 Graden en radialen 
Hoeken worden meestal aangeduid met Griekse letters. De grootte van een hoek wordt gemeten in 

tegenwijzerzin t.o.v. de goniometrische cirkel wiens middelpunt samenvalt met het hoekpunt. Deze 

aanpak laat een Cartesisch assenstelsel toe met twee coördinaatsassen en 4 kwadranten zoals 

weergegeven in Figuur 29. Elk kwadrant duidt 90 graden en een totaal van 360 graden aan. 
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Figuur 29: Goniometrisch cirkel ς links 1 hoek — en rechts de som van twee hoeken  — ‰ 

Een alternatief voor het gebruik van graden die de omtrek van de cirkel opdeelt in 360 delen van 1 

graad zijn de radialen. De radialen beschouwen de 4 zelfde kwadranten in delen van  radialen of een 

totale doorloop van de cirkel van ς“ radialen. De regel van drie laat de omzetting van graden naar 

radialen en omgekeerd toe: 

ς“ ὶὥὨσφπ Ј  
—Ј

“

ρψπ
— ὶὥὨ

— ὶὥὨ
ρψπ

“
—Ј

 

Hoeken zijn additief zodat je de hoek tussen twee hoekbenen mag optellen om een grotere hoek te 

bekomen zoals aangeduid in Figuur 29. Uiteraard kan je alleen hoeken optellen in dezelfde eenheid 

bijgevolg moet je de keuzen maken om te werken in graden of in radialen, je dient echter consequent 

te zijn doorheen de berekeningen. 

3.2.2 Cosinus en sinus van een hoek 
We beschouwen de eenheidscirkel. We beschouwen het punt ὴ wat het snijpunt is van het tweede 

hoekbeen met de cirkel. Het punt ontbinden we in de twee basisrichtingen. We definiëren de cosinus 

en sinus van de hoek als volgt met de illustratie in Figuur 30: 

ὴ ÃÏÓ— 
ὴ ÓÉÎ— 

 

Figuur 30: Goniometrische eenheidscirkel en definitie cosinus en sinus. 



Hoofdstuk 3: Goniometrie 
 

 

 
53 

De stelling van Pythagoras levert onmiddellijk de grondformule van de goniometrie op: 

Beschouw de rechthoekige driehoek door de punten ὕȟὴȟὴ dan impliceert de stelling van Pythagoras 

dat 

ρ ὴ ὴ ÃÏÓ— ÓÉÎ— 

3.2.3 Cosinus en sinus: verwante hoeken 
Rekenregel 1: Tegengestelde hoeken 

We beschouwen tegengestelde hoeken — die aanleiding geven tot de respectievelijk snijpunten met 

de goniometrische cirkel bij ὴȟὴᴂ. Deze punten hebben de Cartesische coördinaten ὴ ὴ ὴ  en 

ὴ ὴ ὴ  zoals getoond in Figuur 31 

 

Figuur 31: Goniometrische cirkel met tegengestelde hoek 

Bijgevolg leidt dit tot volgende rekenregel: 

De cosinus en sinus van tegengestelde hoeken is gelijk aan: 

ÃÏÓ— ὴ ÃÏÓ—

ÓÉÎ— ὴ ÓÉÎ—
 

Rekenregel 2: supplementaire hoeken 

Beschouw twee hoeken — — “ dan noemen deze hoeken supplementair. Aangezien  

geldt dat de positieve verticale as de bissectrice vormt van de hoek bepaald door de punten ὴ en ὴ. 

Bijgevolg vinden we de volgende Cartesische coördinaten voor de punten ὴȟὴ: ὴ ὴ ὴ  en 

ὴ ὴ ὴ  zoals af te lezen uit Figuur 32. 



Hoofdstuk 3: Goniometrie 
 

 

 
54 

 

Figuur 32: Goniometrische cirkel met supplementaire hoeken 

Bijgevolg leidt dit tot de volgende rekenregel: 

De cosinus en sinus van supplementaire hoeken wordt gegeven door: 

ÃÏÓ— ὴ ὴ ÃÏÓ—

ÓÉÎ— ὴ ÓÉÎ—
 

Rekenregel 3: anti-supplementaire hoeken 

Beschouw twee hoeken zodat — — “ dan noemen we deze hoeken anti-supplementair. Het is 

duidelijk dat de hoek gevormd door de punten ὴȟὴ een gestrekte hoek aangeeft zoals geïllustreerd 

in Figuur 33. Bijgevolg vinden we de volgende Cartesische coördinaten: ὴ ὴ ὴ  en ὴ
ὴ ὴ . 

 

Figuur 33: Goniometrische cirkel met anti-supplementaire hoeken 

Bijgevolg leidt dit tot de volgende rekenregel: 
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De cosinus en sinus van anti-supplementaire hoeken wordt gegeven door: 

ÃÏÓ— ὴ ὴ ÃÏÓ—

ÓÉÎ— ὴ ὴ ÓÉÎ—
 

Rekenregel 4: complementaire hoeken 

Beschouw twee hoeken zodat — —  dan noemen we de hoeken complementair. Aangezien 

 geldt dat de rechte met Cartesische vergelijking ώ ὼ de bissectrice is van de hoek bepaald 

door ὴȟὴ. Bijgevolg is ὴ de spiegeling om de rechte ώ ὼ vanuit het punt ὴ. De spiegeling om de 

rechte ώ ὼ wordt berekend met de matrixvermenigvuldiging: 

ὃ
π ρ
ρ π

 

Inderdaad, de spiegeling om de rechte ώ ὼ impliceert dat de basisvectoren ὩȟὩ van plaats 

verwisseld worden. Nu kunnen we de matrixvermenigvuldiging maken: 

π ρ
ρ π

ὴ
ὴ

ὴ
ὴ  

Bijgevolg geldt dat ὴ ὴ ὴ  en ὴ ὴ ὴ  zoals geïllustreerd in Figuur 34. 

 

Figuur 34: goniometrische cirkel met complementaire hoeken 

Dit leidt tot volgende rekenregel: 

De cosinus en sinus van complementaire hoeken wordt gegeven door: 

ÃÏÓ— ὴ ÓÉÎ—

ÓÉÎ— ὴ ÃÏÓ—
 

Rekenregel 5: anti-complementaire hoeken 

Beschouw twee hoeken zodat — —  dan noemen we de hoeken anti-complementair. Dit 

betekent dat de hoek — over ωπ graden in tegenwijzerzin geroteerd wordt. Uit het vorige hoofdstuk 

kunnen we deze rotatie uitdrukken met een matrixvermenigvuldiging. Het is eenvoudig in te zien dat 

bij een rotatie van 90 graden in tegenwijzerzin, de eerste basisvector Ὡ afgebeeld wordt op Ὡ en de 

tweede basisvector Ὡ wordt afgebeeld op Ὡ. Dit leidt tot volgende matrix: 



Hoofdstuk 3: Goniometrie 
 

 

 
56 

ὃ
π ρ
ρ π

 

Nu kunnen we de matrixvermenigvuldiging maken: 

π ρ
ρ π

ὴ
ὴ

ὴ
ὴ  

Bijgevolg geldt dat ὴ ὴ ὴ  en ὴ ὴ ὴ  zoals geïllustreerd in Figuur 35. 

 

Figuur 35: Goniometrische cirkel met anti-complementaire hoeken 

Dit leidt tot volgende rekenregel: 

De cosinus en sinus van anti-complementaire hoeken wordt gegeven door: 

ÃÏÓ— ὴ ÓÉÎ—

ÓÉÎ— ὴ ὴ ÃÏÓ—
 

3.2.4 Tangens en cotangens van een hoek 
We beschouwen de eenheidscirkel. We beschouwen de raaklijn aan de cirkel in het snijpunt tussen 

cirkel en horizontale as. De tangens wordt afgelezen op de verticale as zoals aangegeven in Figuur 36. 

 

Figuur 36: Goniometrisch cirkel en bepaling van de tangens 
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In Figuur 36 zien we dat de blauwe en groene rechthoek congruent of gelijkvormig zijn. De groene 

rechthoek is een vergroting van de blauwe rechthoek met vergrotingsfactor Ὤ . Op die manier 

wordt de horizontale zijde vergroot van lengte ὴ tot lengte ρ. De verticale lengte wordt aan de hand 

van dezelfde vergroting omgevormd van ὴ tot . Dit levert volgende definitie op van de tangens: 

ÔÇ —
ὴ

ὴ

ÓÉÎ—

ÃÏÓ—
 

Opmerking: Verschillende notaties voor tangens zijn gebruikelijk. De twee vaakst voorkomende 

notaties zijn ÔÇ— of ÔÁÎ—. Je bent vrij om een notatie te kiezen maar niet samen. 

Voor de cotangens, beschouwen we de eenheidscirkel. We beschouwen de raaklijn aan de cirkel in het 

snijpunt tussen cirkel en verticale as. De cotangens wordt afgelezen op de horizontale as zoals 

geïllustreerd in Figuur 37. 

 

Figuur 37: Goniometrische cirkel en bepaling van de cotangens 

Uit Figuur 37 zien we dat de blauwe en groene rechthoek congruent of gelijkvormig zijn. De groene 

rechthoek is een vergroting van de blauwe rechthoek met vergrotingsfactor Ὤ . Op die manier 

wordt de verticale zijde vergroot van lengte ὴ tot lengte ρ. De horizontale lengte wordt aan de hand 

van dezelfde vergroting omgevormd van ὴ tot . Dit levert volgende definitie op van de cotangens: 

ÃÏÔÇ —
ὴ

ὴ

ÃÏÓ—

ÓÉÎ—
 

Opmerking: Verschillende notaties voor cotangens zijn gebruikelijk. De twee vaakst voorkomende 

notaties zijn ÃÏÔÇ— of ÃÏÔÁÎ—. Je bent vrij om een notatie te kiezen maar niet samen. 

3.3 Goniometrische formules 
Deze paragraaf beschrijft de rekenregels. Hoewel de vorige paragraaf liet zien dat er een onmiddellijk 

meetkundige interpretatie geldt voor goniometrische getallen is het vervelend om telkens een 

tekening te maken. Het is efficiënter om rekenregels te hebben zodat er met goniometrische getallen 

vlot gerekend kan worden. 
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3.3.1 Cosinus- en sinusregel voor rechthoekige driehoeken 
We veralgemenen de definitie van de cosinus en sinus, de veralgemening laat toe om niet langer in de 

goniometrische cirkel te werken die straal 1 heeft maar een mogelijk grotere of kleinere cirkel. Die 

veralgemening leidt tot de formules die vaak gekend staan als de SOS en CAS regel. 

 

Figuur 38: goniometrische cirkel en rechthoekige driehoek 

In Figuur 38 zien we dat de rechthoekige driehoek met hoekpunten ὕȟὴȟὴ en de groene driehoek 

congruent zijn met vergrotingsfactor Ὤ ὅ. Inderdaad, de kleine driehoek heeft een schuine zijde die 

precies de straal is van de goniometrische cirkel terwijl de groene driehoek een diagonaal van lengte 

ὅ heeft. Bijgevolg wordt elke zijde van de kleine driehoek met dezelfde vergrotingsfactor Ὤ groter 

gemaakt. Er volgt nu: 

ÃÏÓ— ὴ
Ὤὴ

Ὤ

ὃ

ὅ
 

ÓÉÎ— ὴ
Ὤὴ

Ὤ

ὄ

ὅ
 

In een rechthoekige driehoek geldt dat: 

1. Cosinus van een hoek is de lengte van de Aanliggende rechthoekszijde gedeeld door de lengte 

van de Schuine zijde (CAS-regel). 

2. Sinus van een hoek is de lengte van de Overstaande rechthoekszijde gedeeld door de lengte 

van de Schuine zijde (SOS-regel). 

3.3.2 Somformules 
De somformules vormen een belangrijke rekenregel om goniometrische getallen te berekenen. Deze 

formules laten toe om nieuwe formules te bekomen door correct te rekenen. Om de formule te 

begrijpen, passen we de net beschreven CAS en SOS regels toe. De somregel is gebaseerd op Figuur 

39. 
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Figuur 39: Goniometrische cirkel en constructie van de somregels 

In Figuur 39 is de groene driehoek met hoekpunten ὕȟὴȟή een rechthoekige driehoek met rechte hoek 

in hoekpunt ή. Op deze driehoek zijn de SOS en CAS regels geldig. We rekenen: 

ÓÉÎ  ὴ ή ὴ ή  

We passen nu de SOS regel toe op de rechthoekige driehoek met hoekpunten ὕȟήȟή: 

ÓÉÎ
ή

ȿὕήȿ
 

met notatie ȿὕήȿ de lente van de schuine zijde van het lijnstuk die ὕ met ή verbindt. Er geldt ook verder 

ook in de groene driehoek door aanleiding van de CAS regel: 

ÃÏÓ ȿὕήȿ 

Bijgevolg vinden we dat:  

ή ÓÉÎÃÏÓ 

Nu gebruiken we de rode driehoek. Merk op dat deze driehoek een kleine versie is van de driehoek 

ὕȟήȟή die 90 graden in tegenwijzerzin gedraaid werd. Op die manier vinden we daar ook dezelfde 

hoek  terug. We passen op deze driehoek de CAS regel toe: 

ÃÏÓ
ὴ ή

ȿὴήȿ
 

De SOS regel toegepast op de groene driehoek geeft: 

ÓÉÎ ȿὴήȿ 

We vinden bijgevolg: 

ὴ ή ÃÏÓÓÉÎ 

Somregel 1: 

ÓÉÎ  ÓÉÎÃÏÓ ÃÏÓÓÉÎ 
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Een tweede somregel betreft de cosinus van de hoek   die op een analoge manier verloopt. We 

berekenen: 

ÃÏÓ  ὴ ή ή ὴ  

We passen nu de CAS regel toe op de rechthoekige driehoek met hoekpunten ὕȟήȟή: 

ÃÏÓ
ή

ȿὕήȿ
 

Opnieuw gebruiken we dat ÃÏÓ ȿὕήȿ zodat er geldt: 

ή ÃÏÓÃÏÓ 

Om ή ὴ te analyseren gebruiken we opnieuw de rode driehoek, waarop we de SOS regel 

toepassen: 

ÓÉÎ
ή ὴ

ȿὴήȿ
 

De SOS regel toegepast op de groene driehoek geeft: 

ÓÉÎ ȿὴήȿ 

Bijgevolg vinden we: 

ή ὴ ÓÉÎÓÉÎ 

Somregel 2: 

ÃÏÓ  ÃÏÓÃÏÓ ÓÉÎÓÉÎ 

3.3.3 Verdubbelingsformules 
Een eenvoudige toepassing van de somregels is gekend onder de verdubbelingsformules. Deze krijgen 

een aparte naam omdat ze heel vaak gebruikt worden. 

ÓÉÎς ÓÉÎ  

ÓÉÎÃÏÓ ÓÉÎÃÏÓ 
ςÓÉÎÃÏÓ 

ÃÏÓς ÃÏÓ  

ÃÏÓÃÏÓ ÓÉÎÓÉÎ 

ÃÏÓ ÓÉÎ 

ρ ςÓÉÎ 

ςÃÏÓ ρ 

3.3.4 Simpsonformules 
De Simpsonformules zijn ook een toepassing van de somregels. Men vindt vaak de Simpsonformules 

moeilijk te onthouden, echter als je inziet dat deze een toepassing zijn van de somregels en 

tegengestelde hoeken dan hoef je ze niet te memoriseren omdat deze snel teruggevonden kunnen 

worden. 

ÃÏÓ  ÃÏÓ  ÃÏÓÃÏÓ ÓÉÎÓÉÎ ÃÏÓÃÏÓ ÓÉÎÓÉÎ 

ÃÏÓÃÏÓ ÓÉÎÓÉÎ ÃÏÓÃÏÓ ÓÉÎÓÉÎ 

ςÃÏÓÃÏÓ 
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Dezelfde werkwijze kan je herhalen wat aanleiding geeft tot de eerste Simpsonsformules: 

ÃÏÓ  ÃÏÓ  ςÃÏÓÃÏÓ 

ÃÏÓ  ÃÏÓ  ςÓÉÎÓÉÎ 

ÓÉÎ  ÓÉÎ  ςÓÉÎÃÏÓ 

ÓÉÎ  ÓÉÎ  ςÃÏÓÓÉÎ 

Vaak worden de Simpsonformules omgekeerd weergegeven door de substitutie: 

  —
  ‰


— ‰

ς


— ‰

ς

 

Op die manier bekomen we de alternatieve Simpsonformules: 

ÃÏÓ— ÃÏÓ‰ ςÃÏÓ
— ‰

ς
ÃÏÓ

— ‰

ς
 

ÃÏÓ— ÃÏÓ‰ ςÓÉÎ
— ‰

ς
ÓÉÎ

— ‰

ς
 

ÓÉÎ— ÓÉÎ‰ ςÓÉÎ
— ‰

ς
ÃÏÓ

— ‰

ς
 

ÓÉÎ— ÓÉÎ‰ ςÃÏÓ
— ‰

ς
ÓÉÎ
— ‰

ς
 

3.4 Goniometrische vergelijkingen 

3.4.1 Goniometrische getallen berekenen 
Aangezien de definitie van de cosinus en sinus overeenkomt met de respectievelijke ὼ en ώ coördinaat 

van het snijpunt die het hoekbeen maakt met de goniometrische cirkel, is het eenvoudig om in te zien 

dat: 

ÃÏÓπ ρ ÃÏÓ
“

ς
π

ÓÉÎπ π ÓÉÎ 
“

ς
ρ
 

waarbij de hoeken worden uitgedrukt in radialen. Op basis van de halveringsformules kunnen we de 

goniometrische getallen ÃÏÓ en ÓÉÎ berekenen. 

We berekenen: 

π ÃÏÓ
“

ς
ÃÏÓς

“

τ
ρ ςÓÉÎ

“

τ
 

We lossen de vergelijking op en vinden: 

ÓÉÎ
“

τ

ρ

Ѝς
 

Opgelet: De sinus van 45 graden levert een positieve waarde op zoals je kan tekenen in de 

goniometrische cirkel dus de oplossing 
Ѝ

 is een foute oplossing. We heten deze oplossingen 

parasitair. Je moet telkens de oplossingen van een goniometrische berekenen nakijken want mogelijk 

verschijnen er parasitaire oplossingen. 
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Op een gelijkaardige manier vinden we: 

ρ ÓÉÎ
“

ς
ÓÉÎς

“

τ
ςÓÉÎ

“

τ
ÃÏÓ

“

τ
 

Bijgevolg geldt: 

ÃÏÓ
“

τ

ρ

ςÓÉÎ
“
τ

Ѝς

ς

ρ

Ѝς
 

Op een gelijkaardige manier kunnen we ook de cosinus en sinus bepalen van . We hanteren hiervoor 

de somformules. Waar we opnieuw starten met de basishoek σȢ. De verdubbelingsformules 

kunnen niet toegepast worden, we bouwen een verdrievoudigingsformule. 

Stap 1: ÓÉÎσ ÓÉÎς  ÓÉÎςÃÏÓ ÃÏÓςÓÉÎ 

In de volgende stap is het de bedoeling om deze vergelijking om te vormen tot een goniometrische 

formule waar alleen het goniometrische getal in staat dat je wenst te berekenen. Bijvoorbeeld, we 

wensen ÓÉÎ te berekenen. Bijgevolg vormen we de uitdrukking in stap 1 om naar een uitdrukking 

die alleen maar ÓÉÎ bevat. 

Stap 2: We berekenen verder 

ÓÉÎσ ÓÉÎς  ÓÉÎςÃÏÓ ÃÏÓςÓÉÎ 

ςÓÉÎÃÏÓ ρ ςÓÉÎ ÓÉÎ 

ςÓÉÎ ρ ÓÉÎ ÓÉÎ ςÓÉÎ 

σÓÉÎ τÓÉÎ 

Dit geeft de verdrievoudigingsformule voor een sinus. 

Stap 3: We vullen de gewenste hoek   in, en we vervangen het gezochte goniometrische getal 

door een nieuwe onbekende ὼ ÓÉÎ. Nu volstaat het om een vergelijking op te lossen. 

ρ σὼ τὼ τὼ σὼ ρ π 

ὼ ρ τὼ τὼ ρ π 

ὼ ρ ςὼ ρ π 

De 3 kandidaatoplossingen zijn: 

ὼ ρȟὼ
ρ

ς
 

Stap 4: Controleer de oplossingen voor parasitaire oplossingen. 

ÓÉÎ
“

φ
ρ ÓÉÎ

σ“

ς
 

zodat de eerste kandidaatoplossing parasitair is. Bijgevolg is de tweede oplossing de enige juiste: 

ÓÉÎ
“

φ

ρ

ς
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Om de cosinus te bepalen van  kunnen we nu gebruik maken van het resultaat ÓÉÎ . De vorige 

uitdrukken laat toe: 

ÓÉÎσ ςÓÉÎÃÏÓ ρ ςÓÉÎ ÓÉÎ 

ÃÏÓ
ÓÉÎσ ÓÉÎ ςÓÉÎ

ςÓÉÎ
 

Bijgevolg geldt: 

ÃÏÓ
“

φ

ÓÉÎ
“
ς

ÓÉÎ
“
φ

ςÓÉÎ
“
φ

ςÓÉÎ
“
φ

ρ
ρ

ς

ς

ψ

σ

τ

Ѝσ

ς
 

Aangezien de cosinus van  positief moet zijn, is de oplossing 
Ѝ

 parasitair zodat de juiste oplossing 

gelijk is aan: 

ÃÏÓ
“

φ

Ѝσ

ς
 

Ter volledigheid geven we een alternatieve aanpak, we starten met de verdrievoudiging van ÃÏÓσ.  

Stap 1: ÃÏÓσ ÃÏÓς  ÃÏÓςÃÏÓ ÓÉÎςÓÉÎ 

Stap 2: We zetten de volledige vergelijking om naar het goniometrische getal ÃÏÓ wat leidt tot 

ÃÏÓσ ςÃÏÓ ρÃÏÓ ςÓÉÎÃÏÓ 

ςÃÏÓ ÃÏÓ ςρ ÃÏÓ ÃÏÓ 

τÃÏÓ σÃÏÓ 

Stap 3: We vullen de gewenste hoek   in, en we vervangen het gezochte goniometrische getal 

door een nieuwe onbekende ὼ ÃÏÓ. Nu volstaat het om een vergelijking op te lossen. 

π τὼ σὼ ὼτὼ σ π 

De kandidaatoplossingen zijn ὼ πȟὼ
Ѝ
ȟὼ

Ѝ
. De eerste en derde oplossing zijn parasitair 

aangezien: ÃÏÓ π ÃÏÓ en ÃÏÓ is positief. Deze aanpak bevestigt de reeds bekomen 

oplossing: ÃÏÓ
Ѝ

. 

Algemene werkwijze voor goniometrische getallen te berekenen: 

1. Zoek een veelvoud van de gewenste hoek die gekend is. 

2. Ontwikkel de sinus/cosinus van die veelvoud als een functie van de cosinus OF sinus van de 

gewenste hoek (NIET samen maar soms is de ene keuze moeilijker dan de andere!). 

3. Vervang de cosinus/sinus van de gewenste hoek door x en los de vergelijking op. 

4. Controleer de verschillende oplossingen want slechts 1 is de correcte oplossing. 
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3.4.2 Vergelijkingen 
Dezelfde strategie kan worden gevolgd voor het oplossen van een goniometrische vergelijking. Het 

verschil is dat er nu wel meerdere oplossingen mogelijk zijn hoewel er ook terug parasitaire 

oplossingen kunnen ontstaan. We starten met een eerste voorbeeld: 

We zoeken alle oplossingen van de vergelijking ÃÏÓς σÃÏÓ ρ. We herleiden deze 

vergelijking naar een gelijkwaardige vergelijking die slechts 1 goniometrisch getal bevat bijvoorbeeld 

ÃÏÓ of ÓÉÎ. In dit voorbeeld is het aannemelijk om ÃÏÓ te beschouwen. We vinden: 

ÃÏÓς σÃÏÓ ρ 

ςÃÏÓ ρ σÃÏÓ ρ 

ςÃÏÓ σÃÏÓ ς π 

Opnieuw maken we de substitutie ὼ ÃÏÓ en zoeken de oplossingen van de bijhorende veelterm: 

ςὼ σὼ ς π ὼ ς ςὼ ρ π 

De kandidaatoplossingen zijn ὼ ς en ὼ . De eerste oplossing is parasitair aangezien een cosinus 

zich steeds in het interval ρȟρ bevindt. De enige oplossing is: 

ÃÏÓ
ρ

ς
 

We zoeken de hoeken  zodat de cosinus ervan gelijk is aan . De oplossingen zijn: 



ς“

σ
ς“

σ

ς“

σ
τ“

σ

 

aangezien tegengestelde hoeken dezelfde cosinus hebben zoals geïllustreerd in Figuur 40. 

 

Figuur 40: Visuele representatie van de twee hoeken met cosinus . 
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De algemene strategie kunnen we als volgt samenvatten: 

1. Gebruik goniometrische formules om vergelijking te herleiden tot haar meest eenvoudig vorm  

2. Gebruik goniometrische formules om vergelijking te herleiden tot één met alleen cosinus of 

sinus van de hoek. 

3. Vervang de cosinus/sinus van de gewenste hoek door x en los de vergelijking op. 

4. Controleer de verschillende oplossingen want sommige oplossing kunnen onmogelijk zijn. 

We beschouwen een tweede voorbeeld om de eerste stap te illustreren: 

σÔÇ
υ

ÃÏÓ
χ π 

σÓÉÎ υ χÃÏÓ

ÃÏÓ
π 

τÃÏÓ ς

ÃÏÓ
π 

De oplossingen worden gegeven door: 

ÃÏÓ
ρ

Ѝς
 

wat aanleiding geeft tot de oplossingen 



ừ
Ử
Ử
Ừ

Ử
Ử
ứ
“

τ
σ“

τ
υ“

τ
χ“

τ

 

 

Figuur 41: visuele representatie van de 4 vierhoeken zodat de cosinus 
Ѝ

. De blauwe stippenlijn geven de 

oplossingen aan t.o.v. 
Ѝ

 terwijl de volle blauwe lijn de negatieve oplossingen aangeeft. 
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Het volgende voorbeeld is een grotere uitdaging, nadat het voorbeeld vereenvoudigd werd moet er 

nog een vergelijking worden opgelost: 

ÓÉÎ

ÔÇ
ςÓÉÎ ÓÉÎ ςÃÏÓ υÃÏÓ ςÃÏÓ ρ 

We beginnen met het linker lid te vereenvoudigen: 

ÓÉÎ
ρ

ÔÇ
ς ρ

ς

ÔÇ—
υÃÏÓ ςÃÏÓ ρ 

υÓÉÎ
ρ

ÔÇ—
ρ υÃÏÓ ςÃÏÓ ρ 

ρ ÃÏÓ ςÃÏÓ ρ 

ςÃÏÓ ÃÏÓ ρ π 

We voeren de substitutie in ὼ ÃÏÓ wat leidt tot de vergelijking: 

ςὼ ὼ ρ π ὼ ρ ςὼ ρ π 

De kandidaatoplossingen zijn: ÃÏÓ ρ en ÃÏÓ . Nu zoeken we de oplossingen : 

1. ÃÏÓ ρ  π 

2. ÃÏÓ   

3.4.3 Vorige examenoefeningen 
Oefening 2de zittijd academiejaar 2014-2015: bereken alle oplossingen ὼɴ πȟς“ van volgende 

vergelijking 

ςÓÉÎὼ ÃÏÓὼ

τ
ςÓÉÎὼ ÃÏÓὼ

Ѝσ

ς
ÓÉÎςὼ

ρ

τ
ÃÏÓὼ 

Oplossing: 

ςÓÉÎὼ ÃÏÓὼ

τ
ςÓÉÎὼ ÃÏÓὼ

Ѝσ

ς
ÓÉÎςὼ

ρ

τ
ÃÏÓὼ 

ρ

τ
τÓÉÎὼ ÃÏÓὼ ЍσÓÉÎὼÃÏÓὼ

ρ

τ
ÃÏÓὼ 

ÓÉÎὼ ЍσÓÉÎὼÃÏÓὼ 

ÓÉÎὼ ÓÉÎὼ ЍσÃÏÓὼ π 

De oplossingen zijn: 

1. ÓÉÎὼ π ὼ
π
“

 

2. ÓÉÎὼ ЍσÃÏÓὼ π ÃÏÔÇὼ
Ѝ

ὼ  

Oefening Tussentijdse evaluatie academiejaar 2014-2015: 

Vereenvoudig de volgende goniometrische uitdrukking tot haar meest eenvoudige vorm: 
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ὸὫ— ὧέὸὫ—

ὸὫ — ὧέὸὫ—
Ȣ
ÃÏÓ—ὸὫ —

ρ ÃÏÓ—
 

met —ᶱ Ὧ“ȟςὯ ρ  ȿὯᶰᴚ 

Oplossing: We berekenen 

ὸὫ— ὧέὸὫ—

ὸὫ — ὧέὸὫ—
Ȣ
ÃÏÓ—ὸὫ —

ρ ÃÏÓ—

ÓÉÎ—
ÃÏÓ—

ÃÏÓ—
ÓÉÎ—

ÓÉÎ—
ÃÏÓ—

ÃÏÓ—
ÓÉÎ—

Ȣ
ÓÉÎ—

ÃÏÓ—ÓÉÎ—
 

ÓÉÎ— ÃÏÓ—
ÃÏÓ—ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—
ÃÏÓ—ÓÉÎ—

Ȣ
ρ

ÃÏÓ—
 

ÃÏÓς—ÃÏÓ—ÓÉÎ—

ÓÉÎ— ÃÏÓ— ÓÉÎ— ÃÏÓ— ÃÏÓ—ÓÉÎ—
 

ÃÏÓς—ÃÏÓ—

ÃÏÓς—
ÃÏÓ— 

Oefening Tussentijdse evaluatie academiejaar 2015-2016 

Schrijf de volgende uitdrukking zo eenvoudig mogelijk waarbij ᶱ ωπЈȟςχπЈ en ὼ ώ: 
 

ὼȢÓÉÎρψπЈ ώȢÃÏÓ ωπЈ

ὼȢÃÏÓ ώȢÓÉÎ ςχπЈ

ὼ ώ

ὼȢÔÁÎ ωπЈώȢÃÏÔ ρψπЈ
 

Oplossing: We passen rekenregels toe: 

ÓÉÎρψπЈ ÓÉÎ ÓÉÎ 

ÃÏÓωπЈ ÓÉÎ 

ÃÏÓ ÃÏÓ 

ÓÉÎςχπЈ ÓÉÎωπЈ ÃÏÓ ÃÏÓ 

ÔÁÎ ωπЈ ÃÏÔ 

ÃÏÔρψπЈ ÃÏÔ ÃÏÔ 

De uitdrukking kunnen we nu vereenvoudigen tot: 

ὼȢÓÉÎρψπЈ ώȢÃÏÓωπЈ

ὼȢÃÏÓ ώȢÓÉÎςχπЈ

ὼ ώ

ὼȢÔÁÎ ωπЈώȢÃÏÔρψπЈ
 

ὼȢÓÉÎ ώȢÓÉÎ

ὼȢÃÏÓ ώȢÃÏÓ

ὼ ώ

ὼȢÃÏÔ ώȢÃÏÔ
 

ρ

ÃÏÔ

ὼ ώ

ὼ ώ

ρ

ÃÏÔ

ὼ ώ

ὼ ώ
π 

Oefening 2de zittijd academiejaar 2015-2016 

Bereken alle oplossingen ὼɴ πȟς“ van volgende vergelijking 
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ÃÏÓὼÃÏÓςὼ ÓÉÎὼ
ρ

ς
ÓÉÎςὼ π 

Oplossing: Hoewel er verschillende manieren zijn om de vergelijking op te lossen, lossen we hier de 

vergelijking op door alles om te vormen als een functie van ÃÏÓςὼ. We gebruiken hiervoor de 

formules 

ÃÏÓςὼ ςÃÏÓὼ ρ ρ ςÓÉÎὼ 

en ÓÉÎςὼ ρ ÃÏÓςὼ. De vergelijking wordt: 

ÃÏÓὼÃÏÓςὼ ÓÉÎὼ
ρ

ς
ÓÉÎςὼ π 

ρ ÃÏÓςὼ

ς
ÃÏÓςὼ

ρ ÃÏÓςὼ

ς

ρ

ς
ρ ÃÏÓςὼ π 

ÃÏÓςὼ

ς

ÃÏÓςὼ

ς

ρ

ς

ÃÏÓςὼ

ς

ρ

ς

ÃÏÓςὼ

ς
π 

ÃÏÓςὼ π 

De oplossingen zijn: 

ÃÏÓςὼ π ςὼ

“

ς
σ“

ς

ὼ

“

τ
σ“

τ

 

De tegengestelde hoeken leveren dezelfde cosinus op zodat we ook deze oplossingen erbij voegen: 

ὼ

“

τ
σ“

τ

χ“

τ
υ“

τ

 

3.5 Poolcoördinaten 
Net zoals Cartesische coördinaten, wordt de positie van een punt in de Euclidische ruimte ook door 

poolcoördinaten door twee kengetallen bepaald: de afstand tot de oorsprong en de hoek die het punt 

maakt tegenover de horizontale as. 

 

Figuur 42: Poolcoördinaten voor een punt ὴ 

Aan de hand van Figuur 42 kunnen we de Cartesische coördinaten omzetten naar poolcoördinaten met 

volgende regel die gebruik maakt van de rechthoekige driehoek bepaald door de hoekpunten ὕȟὴȟὴ: 
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ὶ ὼ ώ

— ÁÔÁÎ
ώ

ὼ

ὼ ὶÃÏÓ—
ώ ὶÓÉÎ—

 

Poolcoördinaten zijn soms efficiënter dan Cartesische coördinaten, wat we illustreren aan de hand van 

de puntspiegeling. 

 

Figuur 43: Puntspiegeling in poolcoördinaten 

Figuur 43 toont dat de puntspiegeling van het punt ὴ een draaiing inhoudt van “ radialen. Bijgevolg, 

kunnen draiiingen en een homothetie makkelijk uitgedrukt worden in poolcoördinaten. Een 

homothetie met een vergrotingsfactor Ὤ verwijdert het punt met de factor Ὤ verder van de oorsprong 

zodat in poolcoördinaten ὴᴂ de homothetie voorstelt van het punt ὴ ὶȟ—ȡ  

ὴᴂ Ὤὶȟ— 

Een draaiing verandert de hoekcoördinaat in het poolcoördinatensysteem zodat ὴᴂ de draaiing 

voorstelt van ὴ ὶȟ— over een hoek ” in wijzerzin de poolcoördinaten aanlevert: 

ὴ ὶȟ— ” 

Cartesische vergelijkingen van een rechten kunnen we ook in poolcoördinaten voorstellen door de 

bijhorende substitutie te maken. We vinden voor ώ ὥὼ ὦȡ 

ώ ὥὼ ὦ ὶÓÉÎ— ὥὶÃÏÓ— ὦ ÔÁÎ— ὥ
ὦ

ὶÃÏÓ—
 

Een vectorrechte met ὦ π heeft de eenvoudige uitdrukking dat ÔÁÎ— ὥ. 
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4 Functies en grafieken 
Tot nu, hebben we meetkunde beschreven waarin punten en rechten een belangrijke rol spelen. Door 

middel van het Cartesische coördinatensysteem konden we de positie van punten bepalen maar we 

konden ook de punten op een rechte voorstellen. In dit hoofdstuk leggen we de basis voor andere 

krommen in een Cartesisch assenstelsel die complexer zijn dan louter een rechte. Hoe rekenen we met 

krommen in een Cartesisch assenstelsel? Deze rekenregels leiden tot een groep van krommen die een 

belangrijke rol spelen: exponentiele functie en logaritmische functies. Tot slot gaan we ook 

goniometrie opnieuw bekijken maar in plaats van dit te bekijken zoals in het vorige hoofdstuk met een 

meetkundig oogpunt, gaan we goniometrie bekijken vanuit een functie standpunt. 

4.1 Inleiding 
Hoewel een rechte een belangrijke rol speelt in de toepassingen, duiken in alle takken van de 

wetenschappen ingewikkeldere formules op dan die van een rechte. Wanneer deze opduiken is het 

belangrijk dat men zich een beeld kan vormen van de kromme die de formule voorstelt. Indien we een 

beeld hebben van de kromme, dan kunnen we de formule immers eenvoudige begrijpen. De 

hoekstenen om een correcte grafische voorstelling te kunnen maken van een formulevoorschift 

ontwikkelen we in dit hoofdstuk. Ter illustratie beschouwen we de Gompertz formule die het 

groeiproces voorstelt van een tumor. Een tumor is een groeiproces van cellen in een beperkt 

beschikbare ruimte afhankelijk van de voedingstoffen en groeimogelijkheden. De grootte als functie 

van de tijd voldoet aan volgende Gompertz formule: 

Ὢὸ  ὑὩ  
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waarbij ὸ de verstreken tijd voorstelt, ὑ de maximaal beschikbare ruimte en ὥ de snelheid van de 

celdeling of proliferatie. Elke tumor heeft een bepaalde proliferatie, het is dus belangrijk om te kunnen 

visueel interpreteren hoe snel de tumor groeit. Deze snelheid is een grafiek die een kromme voorstelt 

in een Cartesisch assenstelsel met horizontale as de tijd ὸ en verticale as de tumorgrootte Ὢὸ.  

 

Figuur 44: Gompertz curves voor twee stralingstherapieën voor een bepaalde tumorbestrijding bij proefdieren 

In Figuur 44 worden twee groeicurves geïllustreerd van een mogelijke tumorgroei onder invloed van 

twee stralingstherapieën. De groeicurve is trager voor de eerste dan voor de tweede therapie. Om de 

meten hoeveel beter deze is, moet de parameter ὥ ingeschat kunnen worden. De parameter ὥ is twee 

maal groter in de rode Gompertz curve dan in de blauwe. 

4.2 Functies en grafieken 
Een functie beschrijft de relatie tussen twee variabelen ὼ en ώ. Voor elke waarde voor ὼ hebben we 

een waarde voor ώ. Bijgevolg beeldt de functie ὼ af op ώ met notatie 

ώ Ὢὼ 

waarbij we in dit voorschrift ὼ het argument heten en ώ haar beeld. Het voorschrift beschrijft de 

formule die toelaat om voor een bepaald argument ὼ het beeld te berekenen. Als voorbeeld nemen 

we: 

ώ ρ ὼ 

We kunnen voor een bepaalde keuze ὼ
Ѝ

, het beeld berekenen door ρ
Ѝ
 . 

4.2.1 Domein van een functie 
De verzameling van toegelaten argumenten ὼ vormt het domein en wordt vaak door Ὀ aangeduidt. 

Het domein is een deelverzameling van de reële getallen of ὈṒᴙ.  

In het vorige voorbeeld behoren niet alle reële getallen tot het domein. Indien we als argument ὼ ς 

kiezen dan bekomen we het beeld ώ Ѝρ τ Ѝ σ wat geen reëel getal is. Bijgevolg is het steeds 

belangrijk dat men duidelijk aangeeft voor welke argumenten een bepaalde formule toegelaten is. Het 

domein in het voorbeeld zijn alle argumenten zodat de wortel getrokken wordt uit een positief getal: 
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ρ ὼ π ὼ ρ ρ ὼ ρ 

Het domein van de functie Ὢὼ Ѝρ ὼ is gelijk aan de verzameling Ὀ ρȟρ. We noteren dit 

als volgt: 

Ὢȡ ρȟρᴼ πȟρȡὼm ρ ὼ 

Het beeld πȟρ zijn alle mogelijke beelden die bekomen kunnen worden met de formule Ѝρ ὼ. 

Soms is het moeilijk om in te schatten wat dit beeld precies zal zijn. Indien men een grotere verzameling 

noteert dan wat het beeld zal zijn, dan heet men die grotere verzameling het co-domein: 

Ὢȡ ρȟρᴼᴙȡὼm ρ ὼ 

In deze laatste uitdrukking is ᴙ een codomein van de functie aangezien niet alle reële getallen bereikt 

kunnen worden met de formule Ѝρ ὼ. De getallen die bereikt kunnen worden zijn immers het beeld 

wat zich beperkt tot πȟρ.  

Het volgende voorschrift behoort ook tot de mogelijkheden: 

  

Ὢȡ ρȟρᴼ πȟςȡὼm ρ ὼ 

Opnieuw is πȟς een codomein aangezien het groter is dan het effectief te bereiken beeld. Een foutief 

voorschrift zou zijn: 

Ὢȡ ρȟρᴼ
ρ

ς
ȟςȡὼm ρ ὼ 

Het interval ȟς is immers niet het beeld, noch een codomein van de functie. 

4.2.2 Samengestelde functies 
Het staat ons toe om verschillende functievoorschriften te combineren bij 1 functie als elk van de 

functievoorschriften een verschillend domein hebben. De uiteindelijke functie heeft dan een 

samengesteld domein. Als voorbeeld beschouwen we: 

Ὢὼ

Ѝ ὼ ÖÏÏÒ ὼ ρ

ρ ὼ ÖÏÏÒρ ὼ ρ

Ѝὼ ÖÏÏÒ ὼ ρ

 

Elk functievoorschrift heeft een respectievelijk domein van Њȟρȟ ρȟρȟρȟЊ zodat bijgevolg 

de eigenlijk functie alle reële getallen als domein heeft. We kunnen het domein aan het 

functievoorschrift toevoegen: 

Ὢȡᴙᴼᴙ ȡὼm

Ѝ ὼ ÖÏÏÒ ὼ ρ

ρ ὼ ÖÏÏÒρ ὼ ρ

Ѝὼ ÖÏÏÒ ὼ ρ

 

In dit voorschrift is het codomein ᴙ  ook het beeld. 

4.2.3 Grafieken 
Een grafiek is een kromme in het Cartesische coordinatensysteem die alle punten ὼȟὪὼ  tekent. 
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Een schets verbindt een selectie van punten ὼȟὪὼ ȟῲςȟὪὼ ȟȣȟὼȟὪὼ . Indien er 

voldoende veel punten verbonden worden sluit de schets goed aan bij de grafiek. Wanneer men de 

selectie van punten verbindt met een vlotte kromme dan spreekt men over een interpolant, in 

tegenstelling tot het verbinden van de punten met lijnstukken die men stuksgewijs noemt. In Figuur 

45 staat een functie ώ Ὢὼ getekend in het Cartesische assenstelsel in het blauw en de stuksgewijze 

schets in het rood, samen met de vlotte interpolant in het groen. De schets werd getekend op basis 

van ὔ ψ punten.  

 

Figuur 45: Grafiek (blauw) en schets (rood en groen) waarbij hierin een stuksgewijze verbinding (rood) en de 
vlotte interpolant (groen) geïllustreerd staat 

Merk op dat de interpolant en de stukgewijze schets redelijk aansluiten bij elkaar. Dit komt vaak voor 

wanneer de schetspunten even ver uit elkaar liggen wat men equidistant noemt. In het volgende 

hoofdstuk, zullen de punten die we bepalen om op de functie te liggen meestal niet even ver uit elkaar 

liggen zodat we steeds een vlotte interpolant zullen schetsen. 

Twee bijzondere functies zijn de even en oneven functies. Deze functies spelen een interessante rol 

omdat hun grafiek symmetrie vertoont tegenover de oorsprong ὕ. Bijgevolg hoef je maar de helft van 

de grafiek te kennen om de andere helft te kunnen tekenen. 

Een functie Ὢὼ heet even indien voor elk argument ὼ en haar tegengestelde ὼ geldt:  

Ὢὼ Ὢ ὼ 

Een functie Ὢὼ heet oneven indien voor elk argument ὼ en haar tegengestelde ὼ geldt:  

Ὢὼ Ὢ ὼ 

In Figuur 46 staat een grafiek voor een even functie (links) en een grafiek voor een oneven functie 

(rechts). Een even functie heeft de eigenschap dat de verticale as een symmetrie-as is zodat de functie 

zich erom spiegelt. Een oneven functie heeft de eigenschap dat de oorsprong een spiegelpunt is zodat 

de functie zich punt spiegelt om de oorsprong. 
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Figuur 46: Een even functie (links) en oneven functie (rechts) 

Een samengestelde functie kan ook even of oneven zijn. Teruggrijpend naar het voorbeeld 

Ὢȡᴙᴼᴙ ȡὼm

Ѝ ὼ ÖÏÏÒ ὼ ρ

ρ ὼ ÖÏÏÒρ ὼ ρ

Ѝὼ ÖÏÏÒ ὼ ρ

 

geldt volgende analyse: 

1. ὼ ρ ὼ ρ 

Ὢ ὼ Ѝ ὼ Ὢὼ 

2. ρ ὼ ρ ρ ὼ ρ 

Ὢ ὼ ρ ὼ Ὢὼ 

3. ὼ ρ ὼ ρ 

Ὢ ὼ ὼ Ѝὼ Ὢὼ 

De samengestelde functie Ὢὼ is een even functie waarbij haar grafiek geïllustreerd wordt in Figuur 

47 waar de verticale as een symmetrie-as voorstelt. 

 

Figuur 47: Samengestelde functie met haar even grafiek  
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Opgelet, niet alle functies zijn even of oneven. De meeste functies zijn niet even noch oneven omdat 

ze samengesteld worden uit delen die even en oneven zijn. Ter illustratie beschouwen we de functie 

Ὢὼ ὼ ὼ.  Deze functie is niet even noch oneven aangezien er geldt: 

Ὢ ὼ ὼ ὼ ὼ ὼ 

De eerste term van de functie ὼ is echter even, terwijl de tweede term ὼ oneven is zodat de som 

niet even noch oneven is. In Figuur 48 bevestigen we de analyse met de grafiek aangezien voor een 

even functie de blauwe en oranje grafiek gelijk moeten zijn, terwijl voor een oneven functie de blauwe 

en okergele grafiek gelijk moeten zijn. 

 

Figuur 48: Voor de functie Ὢὼ ὼ ὼ illustreert de tekening de grafiek ώ Ὢὼ (blauw), ώ Ὢ ὼ 
(oranje) en ώ Ὢ ὼ (okergeel) 

4.2.4 Scalaire bewerkingen met functies 
Om inzicht te bekomen in een grafiek van een functie, maken we vaak gebruik van grafieken die goed 

gekend zijn zoals de parabool Ὢὼ ὼ. Met de grafiek van een parabool in het achterhoofd, 

proberen we inzicht te bekomen hoe de grafiek eruit ziet van 

Ὣὼ σὼ ρ υ σὪὼ ρ υ 

Hier hebben we de functie Ὣὼ uitgedrukt als een combinatie van scalaire bewerkingen met de functie 

Ὢὼ. We onderscheiden volgende scalaire bewerkingen voor een functie Ὢὼ en een reëel getal Ὧᶰ

ᴙ: Ὢὼ ὯȟὪὼ ὯȟὯὪὼ en ὪὯὼ. 

 
 

Verticale verschuiving Ὢὼ Ὧ 
 

De grafiek verschuift evenwijdig naar 
boven indien Ὧ π of naar beneden 

indien Ὧ π 

 


