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Hoofdstuk 1: Lineaire Algebra

1 Lineaire Algebra

Dit hoddstuk behandelt de matrixrekeng. Matrices spelen een belangrik rol in de
gegevensverwerking maar is ook een belgkginstrument om problemen te analyseren die
gelijkaardig zijn aan het oplossen van vergelijkingen. Het laat immers toe om de oplossingstechnieken
voor het oplossen van vergelijkingen uit te breiden om meerdere onbekenden tegelijkertijd te
berekenen. Verdr vormt de matrixrekening de basis van de analytische meetkunde.

1.1 Matrices

Laten we starten met een voorbeeld die toelaat om de gegevens te verzamelen in een matrix. Een
matrix is immers niets meer dan een tabel aan gegevens waarbij de kolomméegaalde betekenis
hebben alsook de rijen. De afspraak wordt gemaakt dat de kolommen geassocieerd worden tot een
grootheid die men wenst te berekenen, terwijl de verschillende rijen een overeenkomst houden met
data die beschikbaar is.

1.1.1 Voorbeeld

Onderzoekes wensen een dieet op te stellen dat goedkoop is maar toch aan bepaalde
basisvoedingswaarden voldoet. Conform een markt wordt de prijs van een dergelijk dieet op voorhand
bepaald maar wenst men ook vooraf te bepalen hoeveel ijzer, vezels, vitamine C mpdigaen te

zijn om een gezond dieet aan te bieden.

Onderstel dat men het dieet kan samenstellen uit volgende voedingsartikelen: krentenbollen,
volkoren, meegranenbrood, wilde bosbesserDe doelstelling is om de hoeveelheid van elk
voedingsartikel pet00g te berekenen opdat de randvoorwaarden imten van prijs eimoeveelheid

ijzer, vezels en vitaminev®ldaan zijn.
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De volgende dagelijkse voedingsrichtlijnen gelden: vezels (32g), Vitamine C (188mg) en ijzer (10mg).
Verder weten we ook dat per 100gdatenbollen de volgende hoeveelheid voedingstoffen bekomen:

5g vezels en 1.8mg ijzer. Voor 100g volkoren bekomen we 3g vezels, 60 mg vitamine C en 1.8mg ijzer.
Per 100g meergranen geldt 2.8g vezels, 15.5mg vitamine C en 1.86mg ijzer. Tursl®Ng wide
bosbessen halen we 4g vezels, 30mg vitamine C en 0.18mg ijzer. De prijs per 100g voor elk product is
respectievelijk voor krentenbollen, volkoren, meergranen en bosbessen 0.4, 0.3, 0.35 en 0.45 euro. De
richtprijs werd vastgelegd op 3.5 euro. Men wetstbepalen hoeveel porties van 100g men nodig
heeft per voedingsmiddel.

Om de gegevens in een tabelvorm te plaatsen, lijsten we eerst de verschillende variabelen op waar er
gegevens over beschikbaar zijn: porties van 100g krentenbollen, porties van 1k@grpporties van

100g meergranenbrood en porties van 100g wilde bosbessen, hoeveelheid vezels, hoeveelheid
vitamine C, hoeveelheid ijzer en prijs. Deze zijn variabelen omdat de gegevens kunnen gevarieerd
worden naargelang de beschikbaarheid van de infaiie.

De variabelen waar we een berekening voor willen maken heten we onbekenden, terwijl de andere
variabelen gegevens aanleveren. De onbekenden stoppen we in verschillende kolommen van de tabel,
terwijl de gegevens in de rijen staan zoals geillustréeFiguurl.

Porties krentenbollen | Porties Porties Porties wilde
volkoren meergranenbrood | bosbessen
Vezels (g) 5 3 2.8 4
Vitamine C (mg)| O 60 155 30
ljizer (mQg) 1.8 1.8 1.86 0.18
Prijs (euro) 0.4 0.3 0.35 0.45

Figuurl: Gegevenstabalf matrixvoor het dieetvoorbeeld

1.1.2 Definitie matrix
Een rechthoekige tabel van reéle getallen georganis@etd rijen ené kolommen noemen we een
matrix van ordex €. We noteren:

® @ &)
é é é
&)

oc qmp O ©c

Er mogen zowel vierkante haakjes [.] als ronde haakjes (.) gebruikt worden. De getallen in de matrix

worden elementen genoemd en de positie ek index. In dat geval bekomen w& het element
van de matrixd met index oft die gevonden wordt op de derde rij en vierde kolom.

Deordevan de matrix wordtitgedrukt aan de hand van twee veelgebruikte notaties:
oN g ofoND [ 4

De notatie die gebruikt wordt hangt af van het boek dat je gebruikt. Wetenschappelijke notaties
hangen vaak af van de literatuur, land of zelfs de tijd waarin het boek geschreven werd.

Het voorbeeld in paragradf.1.1levert een matrix op van orde T.
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1.1.3 Speciale matricesn matrixboenamingen

Aangezien sommige matrices vaak voorkomen wordt een specifieke naam voor deze gereserveerd.
Deze matrices hebben vaak een specifiekem en hun naam levert reeds informatie op wat de
specifieke element zijn die je mag verwachten.

Denulmatrix van ordedt ¢ is een matrix meé rijen eng kolommen waarvan elk element het getal
0 is.Bijvoorbeeld, de nulmatrix van orde 1 wordt gegeen door:

L 1 O 1 O 1
0 T T T T
T T T

met notatiel .
Eenvierkante matrix heeft een orde waarb§j €.

Dehoofddiagonaalvan een vierkante matrix van oraex nis de lijst van getallemet een gelijke index
¢fE zodat voor eev o matrix we de volgende hooddiagonaal onderscheidanfty o .

Eendiagonaalmatrixis een vierkate matrix die alleen niehul elementen op de hoofddiagonaal heetft.
Bijvoorbeeld, een diagonaalmatrix van orae o wordt gegeven door

T T T
mToX T
.,_[ .’.[ 13

Eenbovendriehoeks en onderdriechoeksmatrixis een vierkate matrix wiens elementen boven en
respectievelijlonder de hoofddiagonaal nul zijn of

% mnol @i T o AAT Al OAT AOEAET AEOI AOOE®
% mnoOT @i T o0 AAT 11T AAOAOEAETI AEOI AOOE®D

Een specifiekoorbeeld van een bovendriehoeksmatrix wordt gegeven door

0|’|
I'FI) X CQ 0T
1Im T w “ Y]
DR

Het volgende voorbeeld is een onderdriehoeksmatrix

p T T

p ¢ M

p P O
Eeneenheidsmatrixis een diagonaalmatrix waar de hoofddiagonaal alleen elementen bevat die 1 zijn.
Als voorbeeld beshouwen we de eenheidsmatrix van orde u:

p oM,
QU p Mmoo,
O mmTp T
i mmp ™
Ut m nn t pv

De notatie’'Owordt typisch gebruikt voor de eenheidsmatrix.
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1.1.4 Rekenregels voor matricesom

Onderstel twee matriced 5 die van dezelfde ordd £ zijn. De sond & is opnieuw een matrix
van de orded ¢ zodat de elementen bepaald worden door de som van de elementen van rdatrix
en matrixd. Dit leidt tot volgende berekening:

O O 8 ® O O 8 @
L O 0 8 O L h 8 D
° & e & &M & & & &
w O 8 O ® 8 ®
zodat de som ervan gegeven wordt door

O O O o 8 & o
Lo . 0 0 8 O

°© 00 & é E é
O O O O 8 & o

Als voorbeeld beschouwen we matriggk) van ordes ¢ gegeven door

5 P 0 T ¢ X T
T ¢ @ p MO

zodat de som berekend wordt als

p T T
P C W

De volgende eigenschappen zijn geldig voor de optelling van 2 maifibes

6 0 0O

1 De optelling icommutatief 6 6 6 0
1 De optelling imssociatief 6 6 o6 0 6 O
1 De optelling heeft een neutraal elent gegeven door de nulmatrix ; zodatdé 0 j ©

1.1.5 Rekenregels voor matrices: scalaire vermenigvuldiging

Een scalaire vermenigvuldiging duidt de vermenigvuldiging aan van een thatex een reéel getal

i ¥ a8De scalaire vermenigvuldiging werkt elementsgewijs zoals de optelling: elk element van de
matrix wordt vermenigvuldigd metsBijgevolg vinden we:

G io 8 1d
e ih 8 id
| & & & E &

G io 8 1d

Als illustratie nemen we matri@ uit paragraafl.1.4en vermenigvuldigen deze matrix met o,
we vinden:

o W pCq

n e pyY

Bovendien laat de combinatie van de som en de scalaire vemenigugldigk toe om het verschil van
twee matrices formeel in te voeren:

o0

6 6 © p&

Verder geldt ook dat matrixrekenirdjstributief is:
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i80 0 d 18
Tot slot, vermenigvuldigen met O levert de nulmatrix op:
m 0 j

1.1.6 Rekenregels voor matricegermenigvuldiging

Onderstel twee matrice8t van respectievelijke orde  fjenty &, dan is het producd o6&
een matrix van ordé & . De matrixvermenigvuldiging tusséren¢ is slechts toegelaten indien het
aantal kolommen vao gelijk isaan het aantal rijen vaa. Het product wordt als volgt berekend:

O 8 © . ® 8 O 8 o .
re £ el s o8 & "e E &6 E &l
L 8 & Je E(§E & @ 8 0 8 o,
11€e E Enw 8 |w 8 w lLe E Né E ~é’l’l
W8 @ Ww 8 O 8 b U

zodate B & @ waarbij elementsgewijs het product wordt berekend die dan vervolgens
worden opgeteld. We illustreren de vermenigvuldiging aan de hand van twee matrices van
respectievelijk ordes ¢ en¢ T die aanleiding geeft tot eea 1 matrix.

PT 6c¢opop P Y ¢ T Pp TP Y w ¢ p w
cu8cpnC ¢ PMT L ¢ M G PTM PG W G PG
c ¢ O PG @ 0 M O PG PUPGCOT pU

Gelijkaardig aan de som van matrices, voldoet de vermenigvuldiging van matrices aan enkele
belangrijke rekenregels voor matricé8 h5 met respectievelijke orde§ & M #:

1 De vermenigvuldiging is associatied®) & 08068

1 De vermenigvuldiging met de eenheidsmatrix | laat de matrix onverand@d: 6 080
indien0 een vierkante matrix is.

1 De vermenigvuldiging iINIETcommutatief:08 06&. Merk op dat de vermegvuldiging
08 alleen bestaat indiem, & . Zelfs al) & is deze vermenigvuldiging nog steeds niet
commutatief.

We illustreren dit laatste aan de hand van twee matriéés van ordec  ¢:

P T gh ¢ w o L P C
¢ v ¢ p pew®w T po ¢ P
1.2 Stelsels van vergelijkingen
Een belangrijke toepassing waar matrices een belangrijke rol spelen zijn stelsels van vergelijkingen. Bij
stelsels veralgemenen we het idee om vergelijkingen op te lossen. In een vergelijking hebben we één
onbekende waarvoor we het getal berekenen van dikekende opdat de vergelijking correct zou
zijn. Bij stelsels hebben we verschillende vergelijkingen maar ook verschillende onbekenden en
proberen deze verschillende onbekenden te berekenen opdat alle vergelijkingen correct zouden zijn.

1.2.1 Voorbeeld
We nemenhet voorbeeld terug uit paragradf 1.1, waar we inFiguurl een kolom to@oegen met de
nodige hoeveelheid die gewenst wordt voor vezels, vitamine, ijzer maar ook de prijs.

gP 1
')

Porties Porties | Porties Porties wilde| Doelstelling
krentenbollen | volkoren| meergranenbrood bosbessen
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Vezels (g) 5 3 2.8 4 32
Vitamine C (mg)| O 60 15.5 30 188
ljzer (mg) 1.8 1.8 1.86 0.18 10
Prijs (euro) 04 0.3 0.35 0.45 3.5

Figuur2: Gegevenstabel en doelstelling voor dieetvoorbeeld

Om een stelsel te bekomen, voeren we onbekenden in die we wensen te berekerest: aantal
porties (100g) krentenbollemyhet aantal porties volkorenphet aantal porties meergranenbrood en
& het aantal porties wilde bosbessen. De tabelRiguur2 zetten we nu om in vergelijkingen door ook
de doelstelling toe te voegen:

I]¢] o  CaW TQ oC

¢ pBw 0T p Yy
PR  pdW PH @ T ¢ p T
My T®h T O T8 O o)

Deoplossingi8 p& ol 1@ ¢ g o8 ¢ qOx o o YDeze porties omgerekend naar gram
levert een dieet op met 126.5g krentenbollen, 38.02g volkoren, 342.27g meergranenbrood en 373.80g
wilde bosbesserin het vervolg van deze paragraaf, bekijken we rekentechnieleetodlaten om deze
vergelijkingen op te lossen.

1.2.2 Substitutiemethode
De substitutiemethode is een onmiddellijke veralgemening van vergelijkingen oplossen:

X0 pTW 0 ¢ ®

Om deze vergelijking op te lossen, isoleren we de termen bij de onbekeada de Ihkerkant van
het gelijkheidsteken of linkerlid terwijl de termen zonder de onbekende verzamelen we in het
rechterlid. Na vereenvoudiging levert dat de oplossing op:

X0 pTW 0 ¢ ®
X®0 P W G TG
CQ TT
W q
Denotate 6S0S{1Syd aAa 3IStA216FINRAT YSié Sy 62NRI
vereenvoudigd wordt. Telkens na wordt de vergelijking eenvoudiger tot wanneer de oplossing
wordt afgelezen. De substitutiemethode past eenzelfde idee toe per vedigglijen voor de
verschillende onbekenden. De stappen zijn als volgt:

1. Kies 1 vergelijking en 1 onbekende waar naar opgelost wordt.

2. Vervang in de resterende vergelijkingen deze onbekende door de oplossing (die functie is van
de andere onbekenden).

3. Herhaal dee procedure voor de andere vergelijkingen tot aan de laatste vergelijking.
4. De laatste vergelijking laat zich dan volledig oplossen tot een getal

5. Werk met deze oplossing terug naar de vergelijking ervoor om ook die op te lossen tot gok de
eerste vergelijkig opgelost wordt.

We beschouwen het volgende voorbeeld:
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W w ¢ qm
cw @ Y
W ow X
We kiezen in een eerste stap de eerste vergelijking samen met de eerste onbekende en lossen deze
op. Bijgevolg brengen we de termercimaar de linkerkant en de termeronderwnaar de rechterkant
zodat we het volgende vinden:

W ¢ YD &
Dit is nog niet de eindoplossing aangezien we nog moeten berekenen wat de waarcdenarzijn.

We vervangen of substitueren in de andere vergelijkingeloor de uitdrukking; ™ Y & Op die
manier is het stelsel vereenvoudigd en bekomen we het gelijkwaardige stelsel:

W w ¢ g™ W ¢ YD @
w ca Y CCmuyw o co Y
W 0w X ¢cm Yy & ow X

We kunnen na deze substitutie het stelsel vereenvoudigen zodat haar vorm gelijkés@hn het
beginprobleem wat leidt tot
w ¢ q
P® O¢
VW G po
Nu nemen we de tweede vergelijking die we oplossen naar de tweede onbekebdze laat toe zich

onmiddellijk op te lossen totb ¢. We substitueren deze oplossing in de andere Vigkyiegen en
bekomen het stelsel:

W C¢Tm YD « W 1T a
pP® O¢ ®w C
Vw G po pma po

Nu lossen we de derde vergelijking op naar de derde onbekémds toelaat deze te berekenen. We
vinden de oplossing o8We substitueren deze oplossing in de eerstegedijking en bekomen de
eindoplossing van het stelsel:
w T a
W q
pma po 4 o

® p
W G

We noteren de eindoplossing van een stelsel met de notatie pltho .
We nemen een tweedmoeilijker voorbeeld met 4 vergelijkingen en 4 te berekenen onbekenden:
Ww W w g T
LU CW XW oa @
@ Tw ow @) U
W ¢l uvw e X
We starten met de eerste vergelijking en onbekeridevaar we naar oplosset — -

-a. Na substitutie vinden we:
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. , T,
I'p V) — -0 W -qA
, ‘ o Cp W W
WwoNe @ e Ty L% 6 Sh o xo oa
O GCW XwW oa @ W W o 9 X e
@ T oW @I U r T oY, G, . . :
. . . .0 — - W -d TR ow v
W cw Lvw e X ® o W ™
vt ¢, , ¢ . . ,
P — -0 0 =a W LW
VASEPRSPN o q e X

We vereenvoudigen elke vergelijking rekeninghoudende met de breuken:

Ty, C,
vy — - w -
p w w
» C G . P XT
2% o — A

w w w
G TG w

I’ w w w
F 1T @ ., oy wvu
—® 0w —a —
v w w w

Nu lossen we in de tweede vergelijking op naar onbeketdi#ie we substitueren in de andere
vergelijkingen

. . Ty G,
M4 uL — —-W W —«
U W W W
l’l) N X T p l'IJr p X:
W — —w —a
¢ ¢C C¢
(v PG TPpY px . TG QW
w —  — —W —Q 0w —Qa —
IF o ¢¢¢¢ C¢ W W
F T Xt py pXx . 0§ wu
— — —w —0 ow —a —
U o ¢c¢g ¢¢ 0 0
We brengen nu ide derde en vierde vergelijking, de noemer van de breuk op 198 en vereenvoudigen:
- LI
) — -0 W —AQ
I’y w w w
XT pY pXx
) — — w0 —C
Iy ¢ G G ¢ ¢

’.

C
v Y XqQ @O0
P pTQ@CUL pOopT

De termen uit de derde vergelijking zijn deelbaar door 9 en de termen uit de laatste vergelijking
deelbaar door 18. Dit brengt de volgende vereenvoudiging op:

. T
1’PY —_
'p w

X

Nu lossen we de derde vergelijking op naar onbekebele substitueren deze in de vierde vergelijking:
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, T Y, , C,
0 — -0 O —d
P W [A)
P XT U} X

) - —w —a

¢ C€¢ (G S
'y L ¢
2 w -a =
Iy w W
rr P, X )
R w-a = oo o
y X o » ) X

Nu kunnen we de laatste vergelijking oplossen door deze eerste met 9 te vermenigvuldigen en dan
door te rekenen:

xwgdé) o0 X0 @Ok ¢ GUXLULO QMW PGPTA G

De oplossingt ¢ substitueren we nuin de derde vergelijking die ons ook de oplossing p
oplevert. Verder rekenen we dan de tweede vergelijking door met oplossing p en dan ten slotte
in vergelijking 1 vinden we dan o0k  p. De oplossing van het stelsetis ph pipfg .

1.2.3 Combinatiemetode

Het herhaaldelijk oplossen naar een onbekende introduceert onnodig veel rekenwerk en geeft
aanleiding tot breuken. De combinatiemethode probeert enkele rekenstappen te omzeilen en

probeert breuken te vermijden waar het kan. Het idee is om de vekgajin op een bepaalde manier

op te tellen zodat bij combinatie van de vergelijkingen een specifieke onbekende geélimineerd wordt.
Je blijft deze eliminatie herhalen tot je een vergelijking bekomt waar er slechts 1 onbekende over blijft
waarvan je de oplasng kan bepalen. De stappen zijn als volgt:

1. Kies 2 vergelijking en 1 onbekende getlimineerdwordt.

2. Vermenigvuldig beide vergelijkingen met een gepast getal opdat de som van de|twee
vergelijkingen de gekozen onbekende elimineert.

3. Schrijf een nieuw stelsel waarin 1 van de twee gekozen vergelijkingen wordt vervangen door
de nieuwe vergelijking met 1 onbekendeélimineerd

4. Herhaal deze procedure met de nieuwe vergelijking en een andere vergelijking opdat een
volgende onbekende wordjeélimineerdot 1 vergelijking kan opgelost worden.

5. Werk met deze oplossing terug naar de vergelijking ervoor om ook die op te lossen tot ook de
eerste vergelijking opgelost wordt.

We beschouwen het volgende voorbeeld opnieuw:
® Y a qm
Gw o Y
W ow X
We zien dat vergelijking 1 en 3 makkelijk te combineren zijn omdat het verschil de onbekende
elimineert:
G W a cmp b Ul & g
w o W Gw cu Y
®W 00 X P VW G poOo
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De onbekendevstaat nog in vergelijkingen 1 en 2 dus gaan we deze ook combingrewe kunnen
doen door de eerste vergelijking te vermenigvuldigen met 2 en de tweede vergelijking ervan af te
trekken:
® W a ¢Tg o G ¢m o W d g
Gw ¢ W p poeUog U ¢
VW a4 poOo VW G poOo VW & po
We hebben nu een oplossing bekomen ¢ waarna we overstappen op substitutie om ook in de

derde vergelijking een oplossing varen dan ten slotte een oplossing van We vinden uiteraard
opnieuw de oplossingd  pltho .
Hoe efficiént werkt deze methode voor het meer uitdagende voorbeeld:
W o ww A T
LU CwW XW od @
@ T ow @eX U
W e vw e X
We starten door eerst de onbekendge elimineren omdat in elke vergelijking de coéfficiéntubgen

veelvoud is van 2 wat een eenvoudige combinatie toelaat. We gaan ook verschillenbinates
tezamen uitvoeren:

W Yo ww ¢a T p p p W W o g T
LW GCw X®W o @ 1 PP p@ pT  CY
o TW oW e U C o0 Oow pm pPT
W o vw e X T CGO pE QG 0O¢

We bekijken de laatste drie vergelijkingen en identificeren een onbekende die gemakkelijk te
elimineren valt. We zien dat de onbekendleen goede kandidaat is omdat deze verdwijnt indien we
de tweede en derde vergelijking van elkaar aftrekken. We voeofgende twee combinaties uit:

W W ww T W Y ww T
PP pw pT CWYp pp PP pw pTa Y
o ow pUW PT p W (@ pT

GO0 pw Q@ O¢ v @ puvd pTY

De derde vergelijking kunnen we verder vereenvoudigen door deze te deler2door
W Yo ww CQ T
PO p@ pT  CUY
W opE X
@ puvw pTY
We gaan nu de laatste twee vergelijkingen combineren waarbij we zien dat het eenvoudig is om de
onbekendewte elimineren aangeziep v T p T p ps. We bekomen:

W Yo w ca T W W o g T
PO p@ pT  CY PO Pp@ pT  CUY
W pm X pT W pp X
@@ puUWD pT Y p vad UuUT
We vinden gemakkelijk dai p waarna we ook uit de derde vergelijking de oplossing p

vinden. Uit vergelijkingen 1 en 2 vinden we dan ook vegderc en o p.
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De voordelen van deze techniek t.o0.v. de substitutiemethode is duidelijk: de techniek is efficiénter
omdat het minder tussenstappen vraagt, het laat ook toe om minder rekenfouten te maken omdat je
het gebruik van breuken kunt omzeilen.

1.2.4 De Gaussordan methoden

De vorige methode vraagt nog steeds om een juiste combinatiestrategie uit te voeren die niet
vastgelegd staat in regels. De methoden van Gdosden brengt extra structuur in de
combinatiemethode.

De Gaussmethode (1810) vormt via de combaraethode een stelsel om tot een
bovendriehoekstelsebf echelonvorm

Cw W & WL sg001 AR AL & W

ow w cu pp W a ¢

W W ¢ © a p
De Jordanmethode (1888) vormt via de combinatiemethode een stelsel om tadiagnnaalstelsel
of canoniekvorm

Cw @ @ WLy oAT i AT KA
o © ¢ pp ® o
W ® ¢ © a p

Beide methoden werken op een gestructureerde manier zodat je per rekenstap dichter bij de
specifieke vorm komt van het stelsel. Het stelsel wordt hiervoor geschreven als een matriy d@arb
coéfficiénten die bij een specifieke onbekertd®en in eenzelfde kolom staan, terwijl de verschillende
rijen van de matrix telkens toehoren aan een vergelijking. Op die manier bekomen we:

¢ P P U . hp00iAabeiPaaAP ¥

6 p Q pp mp p C

¢ p G o mTm pp
De Gaussmethodeormt het vierkante deel van de matrix om tot een bovendriehoeksmatrix. De
Jordanmethode vormt de matrix om zodat het vierkante deel van de matrix een diagonaalmatrix
vormt:

C P P W yoaati KLoeMALl T

o p Q PP mp MmO

¢ P G o mTmn pp
Het idee is dat we de matrix peragt omvormen tot een equivalente matrix zodat het onderliggende
stelsel dezelfde oplossing heeft maar in die matrix is het element die overeenkomt met een gekozen
index "“@Qgelijk aan nul gemaakt. De manier om dit te doen, heesplreget
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Beschouween matrix die een stelsel weerspiegelt van de vorm:
® ® 8
) ®w 8 ®

é € E €
) ® 8 ®

8*1 [0} 8‘1 8*1

De matrix die op positie@Q een nul heeft zodat deze matrix een stelsel weerspiegelt die dezelfde
oplossing heeft als het originele stel wordt berekend door dede rij'Y te vervangen door dg
combinatie:

Y 'Y

Belangrijk Combineer nooit twee andere rijen dan deze die de spilregel oplegt. Element met index
"fiQimpliceert dat je steeds rijeiien @ombineert.

We passen dit toe op het eerste voorbeeld:

® Yo CT p Y p QT
Cw ¢ Y Dg mceg Y
®w ow X P o T X

We werken kolomsgewijs waarbij we dus starten om een nul te maken voor het element met index
¢fp vervolgensofp en dan tot slot ¢fo .

P Y p Qm P Y p QM p Y p ¢

C T ¢ Y WL T pOT  OC Wb T p@Q T 0 ¢

p o T X p o T X m v p PO
Nu maken we nog een nul voor het element met indelo :

Py Y ¢m —p Y p cm P Y p QT

T po T oG Ut 1T P T C WAL TT p T C

T ] p po T U p po T T p o

De matrix is nu in Echelonvorm zodat we het stelsel kunnen oplossen:
W yw ¢ qm
W G
a o
Na substitutie bekomen we ook de oplossing p.

Nu passen we de techniek toe op het tweede voorbeeld:

W Yo oW T P 0 T
VO Cw Xw 008 @ v ¢ X O @
@ Tw 0w e UV T @ T G @ U
W ca v e X WG LV @ X
We beginnen bij kolom 1:
WY wg T ®w Y ®W G T
L X0 @ g T 66 PY pPXXT
¢ 1T 0 ¢ VL T pC CXTCOW
g ¢ v o X mT T¢@ CX0oYwvu
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De derde vergelijking kunnen we vereenvoudigen door de rij te delen door 3:

®w Y w q T 0y W C T
T ¢ PYPXXT ;) T GG PY PXXT
T PG CXTGC QW mT T ® pTCO
mT T@ CXOY W mT T@ ¢(XOY wWu

®w P W T W Y W C T
T CCPUPXXT gy @ 66 PY X XT
m T W PpT CO M T ¢XT CTTM CPT
mT T@Q ¢XOY wu M M PTCCULUT POPT

W Y W C T 0w Y w g T
T ¢¢ pY pxX XT ,,, T GCCpYpX XT
m T ¢XT ¢Imgpn™ T T w Y X
mT T PTCCUT pOopT m T XW 0 XO
Nu maken we nog een nul in de derde kolom:
W Y w ¢ T Ww Y w ¢ T
T CCPUPXXT pyyuy ™ SGCPYPX XT
T T w Y X mT T W U] X
m T XW 0 XO m T T @TmUPGCPT

De matrix is nu in@helonvorm zodat we opnieuw tot eastelsel kunnen overgaan en de oplossingen
berekenen:

w Y w C T W o o o T
T CGPYPX XT p GCQ@ p® pR XT
nonow Y X ao W X

T T T QTmUuUpPCpPT a g

We vinden bijgevolg dab phto  pen0 p.

De Jordanmethode laat toe om ook de laatste substitutiestap volledigrtaijden In dit geval worden
er ook nullen gemaakt boven de diagonaal van het stelsel in matrixveVen.illustreren de
Jordanmethode op basis van het eerste voorbeeld startende vanuit de echelonvorm:

P Y p qm p T p T p T T P
mpep 1w ¢ WK TT o p T ¢ WM TT p TT
mTMn p O mTmn p O mTMn p O

De oplossing van het stelsel kan vanuit de canonieke matrixvorm onmiddellijk worden afgelezen. Er is
geen substitutiestap meer nodi@ok het tweede voorbeeld kunnen we vanuit de echelonvorm verder
omvormen tot de canonieke matrixvorm van wadrwe onmiddellijk de oplossing van het stelsel
kunnen aflezen:

w ¢ w g T WW T PYXPWTCUC
T CCPYPX XT T G¢GCpPpYpx Xt
non oo WX Wy © T
T T T p C m T mT p G
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We delen nu de eerste rij door 9 om te vereenvoudigen:

Ww T pXPWITCULE PP T PWPTCY
n CepYpx xv ,, T CCPYpPX XT
m T W gy x Tm o m o w Yy X
m T m p C m T P G
We maken verder nullen in kolom 3:
pp M pwPpT QY WWw T T ¢TCoYvu
n CepUYpx XT Ly ¢Cqem o0 Yy
e T I WL T W X
m T T p C m T TP q
We delen de eerste en tweede rij door 11 om te vereenvoudigen:
WwWw T T ¢TCoYvu W T T (¢ OoU
T ¢e¢m oo Yy JJJ_n ¢ m o U
mT T w Y X T omnon ow ¢ o ox
m T TP q m T 7T p G

Nu maken we nog nullen in de vierde kolom om de canoniekvorm te bekomen:

W T T CC OU W MMM W
m ¢ m o Y m ¢ N T ¢
T T w ¢ x o T T W W
m T T p G T T T p (

De oplossing is nu onmiddellijk af te lezen.

Opmerking De Jordanmethode iminder populair dan de Gaussmethode omdat de Jordanmethode
meer werk vraagt dan de Gaussmethode samen met de laatste substitutiestappen. Het is een
persoonlijke keuze indien geopteerd wordt voor de Jordanmethode.

1.3 Speciale stelsels

Tot zover hebben we deelsels die we beschouwden kunnen oplossen en de oplossing ervan was
uniek. Niet elk stelsel van vergelijkingen is oplosbaar, bovendien kunnen stelsels ook oneindig veel
oplossingen hebben. In deze paragraaf, gaan we het aantal oplossingen in meer cittaieben.

1.3.1 Redundante vergelijkingen

Wanneer tijdens de oplossing van een stelsel, twee vergelijkingen volledig gelijk worden dan mag je
€én van de vergelijkingen schrappen. De vergelijking aangezienidedupd voorkomt, heten we
redundant.

Eigenschapl: Een stelsel zonder redundante vergelijkingen met evenveel onbekenden| als
vergelijkingen heeft ten hoogste 1 oplossing.

Laten we dit illustreren met het volgende voorbeeld, dat we met de Gausmethode zullen oplossen:

@ W o ¢

W w ¢ P C PG PG Ppg
W Cw @ PG ¢ ¢ pC ,,, P P P O
w o @ v " p p v " p p C UL
CO LW a W C L P W C U P W
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We passen de Gausmethode toe per kolom:

p C p C p C p C B SRS p C
PP PP gy PSS Ty PG
P p ¢ UL n o o o n p p P
¢ v p w m p p v mn p p v
Nu maken we nullen in de tweede kolom:
P C p CQ p C p C P ¢ p Q
ToPS T g TPy T PG T
m p p P m m p O m 7 p o
mT p p L mT T o0 W mT T p o

We zien nu dat de derde en vierde rij gelijk zijn (op een teken na). Bijgevolg is de derde of vierde
vergelijking redundant en mag deze geschrapt worden:
q W W @ ¢
P ¢ T D g 1
m T p o a o

p= Ry @]
N
©

We vinden nu de oplossing ~ pklo .

Eigenscha®: Bij een stelsel vaa vergelijkingen,ndien een rijY geschreven kan worden als ee
lineaire combinatie van andere rijen zodat er getal{aret allemaal gelijk aan @ekozen kunnen
worden® hd B fo  Fd B iy waarvoor geldt dat

—

Y ®OY OY E &Y o 'Y E &Y

dan heet de rijY lineair afhankelijk. Een lineair afhankelijke rij is altijd afkomstig van een redundante
vergelijking ermag worden geschrapt.

In het vorige voorbeeld konden we ook op zoek gaan naar een dergelijke lineaire combinatie.
Beschouw de matrix:

P ¢ p ¢
C ¢ ¢ Ppg
P P G U
' P W

In deze matrix kunnen we een lineair afthankelijke rij vindén: Y Y Y. In het algemeen is
het moeilijk om op voorhand een lineair afhankelijke rij te vinden, maar als deze kan gevonden worden
mag deze onmiddellijk uit het stelsel geschrapt worden.

Opmerking Eigenlijk mag gelijk welke rij geschrapt worden, schrap bijgevolg de moeilijkste.

1.3.2 Valse t&elsels
Een stelsel die geen oplossing heeft, noemt men vals.

Eigenschafd: Een stelsel zonder redundante vergelijking die meer vergelijkingen heeft dan onbekénde
is vals.
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We beschouwemerste eenvoorbeeld:

W W pg
o TW T
W W T

We lossen distelsel op met de Gaussmethode en bekomen:

® Cw pC p ¢ pg
ow W TDo 1T 1
W W T p p T
We beginnen met kolom 1:
P ¢ pg¢ p CQ (US — P ¢ pg¢
O T T W T opT O TTM T p T
P p T n P pPCq m p pgq
Dit stelsel is vals want in de laatste twee rijen vinden we de vétigggn:
W T
W PG

Het is onmogelijk dat de onbekende tegelijkertijd gelijk is aan 4 alsook aan 12. Bijgevolg heet het stelsel
vals. Echter, stelsels met een gelijk aantal vergelijkingen als onbekenden kan vals zijn omdat
Eigenschap 1 slechts ten hoogsteoflossing garandeert. Bijgevolg is ook de situatie die geen
oplossingen aanbiedt mogelijk. We bestuderen een dergelijk voorbeeld:

o CW LA ¢

Tw X0 @ p

X® wd 1@ p

We lossen het stelsel op met de Gaussmethode:

ow CW V& ¢ ¢ ¢ UL ¢ o G v q
Tw X0 ¢ pPDT X p p WML TT PO GO U
X0 wd @ p X w T p mT PO GO pp

Het stelsel is vals aangezien de twee laatste vergelijkingen tegelijkertijd gelijk moet ziexail
wat onmogelijk is.

1.3.3 Stelsels met oneindig veel oplossingen

Eigenschap 4Een stelsenet meer onbekenden dan vergelijkingen heeft minstens 1 oplossing.|Het
maximale aantal onbekenden waarnaar je kan oplossen is het aantal vergelijkingen. De andere
onbekenden zijn vrij te kiezen.

We beschouwen het volgende stelsel:
o CwW LA ¢
Tw X0 @ p
X wd TQ O
We lossen dit stelsel op met de Gaussmethode, echter merken we op dat er een lineaire

afhankelijkheid optreedt aangezien de som van de eerste twee vergelijkingen precies vergelijking 3
oplevert. Bijgevolg mag er een vergelijking geschrapteo:
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oW GW V& ¢ .0 ¢ U C O ¢ U ¢
T X0 &« p~ 1 X ppuwuwwn PO GO U

De matrix is nu in echelonvorm zodat de Gaussmethode stopt en het bijhorende stelsel wordt:

‘ L ¢a ,
oL GW Lva ¢ ow ¢ 55 ve

P® ¢d v . L ¢a

W
po
De eerste vergelijking werken we verduit:
o(bcuc(:x VO ¢ O T T( a C (bcr(ppp('gppcoy’g(
po ‘ P ¢ e ? ow po

Er volgt nu dat we voor elke keuzéN 51, een oplossing berekenen voab en « De
oplossingenverzameling bevat oneindig veel oplossing gegeven door:

oRL a.
o OS ﬂh C Y g s
po po
1.4 Inverse matrices
Inverse matrices is een alternatieve manier om het oplossen van stelsels te bekijken. In dit geval
bekijken we het oplossen van een stelsel zoals het oplossen van de eenvoudige vergelijking:
. - @
oo d Pave P& o -
W W W
We hebben dezeergelijking opgelost door de eenvoudige overbrengingsregel voor producten. De
vraag die we in deze paragraaf stellen is of een gelijkaardige overbrengingsregel bestaat voor matrices.
Het oplossen van een stelsel kunnen we ook als een matriciéle verggljkin:
® yw @ ¢m op Yyp ® ¢
Cw ca g ¢ m¢q W g
W ow X p o 1M Q X
We kunnen deze vergelijking oplossen indien een overbrengingsregel bestaat zodat de oplossing
gegeven wordt door:

@ pYp qm
A
a p oTm X

We noemend de inverse matrix van een matiixvan orde¢ ¢ indien geldt dat
08 O

waarbij"Qle eenheidsmatrix van orde &. We noteren de matri® also

Om de inverse matrix te berekenen, passen we de methode van Qatdan toe. Pass de
Jordanmethode toe op de matrix die opgebouwd wordt door:

W i OAATIAOE“TAA
0 O w0 o

Bijgevolg, indien men in de matri® ‘Ode Jordanmethode toepast om nullen te maken op de
elementen met die index waar de elementen van de mdirstaat, dan zal in het eerste gedeelte de
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inverse matrix verschijnen. We illustreren deze techniek met een eenvoudig voorbeeld waarbij de

inverse matrix wordt berekend voar g ? . We passen de Jordanmethode toe op:

— T
pcp"uuu,wupcanLLLLupncpJuuup chp
G T T p M n ¢ o p WM noc o p M o - P
C C
. o L ¢ P
De inverse matrix is dus gelijk aan _ _ . We controleren de definitie:
o o OC pp P C p T
- - 01 T P
q C

Nu kunnen we ook aan de hand van de overbrengingsregel, het volgende stelsel oplossen:

N I Al \ 'r[
W cwop P C@ p @ oc pp Y p
o TN C g 1 ® ® et P P
6 q C S C

Opmerking Het grote voordeel t.0.v. de vorige techniek is dat de oplossing van het stelsel snel
herbepaald kan worden indien het rechterlid wijzigt. Bij de vorige techniek, moet bij iedere wijziging
van het rechterlid, de oplossing herberekend worden.

Inderdaad, we kunenalle mogelijkeoplossingen neerschrijven als functie van een rechterlid als volgt:

e o o S PG (W
. . ¥ . o p O - P~
0w T W w . - W —H ZH

¢ C ¢ G

Laten we de techniek nog een tweede maal toepassen op het voorbeeld:

Oy G cm opypd on

w ca W ¢ Mg W Y
W ow X p o 1M Q X
P Y p
We berekenen de inverse matri 1 ¢  met de Jordanmethode. De berekening verloopt als
p 0 T
volgt:
P Y ppmm Py p p TT
¢ T ¢ T p TU WU TT p@ T C p
p O TT T TP I v p p TP
We gaan verder met de tweede kolom:
Py P P T T ¢ m ¢ T p T
m pO T ¢ P TU UMKUULLLE TT p @ TT ¢ p T
n v p p TP n m pe @ v PO
Tot slot behandelen we de derde kolom:
¢ m ¢ T p T pPe T T ¢ o po
T PO T ¢ p T UL TT pPo M C p ™
n m pe ¢ v PO nm T pe ¢ vV PO
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Om de inverse te bekomen hoeven we alleen nog maar de eerste en derde rij door 16 te delen, en de
tweede rij door-16:

o O ,
o - — p 1]
p LIJ p 11 l‘IJ p (p I,I
C T C IIE _p T[l’l
| IlIJ po I\
p o T Lo 0] ]
uy poe FU
De oplossing van het stelsel wordt gegeven door:
o O >
o - — p 1]
® ¢mg¢ y T —= n'y ¢
& p o m X IILIJ p o I\ G
Lo 0] ]
uy poe FU

n’% E pll g’ v 1l
0 wo a A L PO oo 1 PO, M
C(.OWC('] A w “E _p T[','(I) 11 C(L)—(L) i
o o A a "¢ opo A, 1L po 0
llg i pl’! Lpw VW P @ |°!
Vg poe "V U Po o

1.5 Toepassing

Een apotheker wenst 150 ml van een 28Koholoplossing te maken, maar hij heeft slechts flessen
van een 30% en 15%coholoplossing. Hoeveel moet de apotheker mengen van de 30% en 15%
alcoholoplossing om gevraagde oplossing te bekomen?

Om dit vraagstuk op te lossen, voeren we eerst onbekendemiis. het aantal ml uit de 15%
alcoholoplossing erw is het aantal ml uit de 30% alcoholoplossing. Verder bouwen we de
vergelijkingen uit dgegevens van het vraagstuk.

1. Totaal moet een 150 ml oplossing zijm: @ p L TT
2. Totaal moet een 20%lcoholoplossing zijm® © TWW T O W

We bekomen nu het stelsel wat we oplossen met de combinatiemethode:
W W puTt W W PLTP ¢ oW PULT
PO O (T W W W T pp oW OCTT
De 150ml 20%lcoholoplossing bestaat uit 100ml 15%6oholoplossing en 50ml 30%
alcoholoplossing.
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2 Vlakke meetkunde

Een groot aantal analyses worden visueel uitgevoerd of indien de analyse een berekening vraagt
gebruikt menvaak in praktijk grafieken om de analyse te rapporteren. De meest elementaire grafiek is
een rechte die haar basis vindt in de meetkunde.

In dit hoofdstuk zullen we enerzijds de vlakke meetkunde herbekijken waar we starten vanuit de
principes van Euclide=sy opbouwen tot de modernere zienswijze volgens Descartes waar codrdinaten
gebruikt worden. Verder zullen we in dit hoofdstuk ook het vorige hoofdstuk herbekijken waar we een
meetkundige interpretatie bieden voor het oplossen van een stelsel. Oplossirgesteisels in het
vorige hoofdstuk beperkte zich ook tot vergelijkingen waar we in dit hoofdstuk ongelijkheden en
stelsels van ongelijkheden grafisch zullen leren oplossen. Tot slot, voeren we lineaire afbeeldingen in
zoals verschuivingen, homothetie, diangen en spiegeling om uiteindelijk te eindigen bij
eigenwaarden emyvectoren.

2.1 Inleiding

2.1.1 Jobgroei in de gezondheidszorg

5S TN}yl a¢KS it FryGiAO 5FAf@é NIFLLRNISSNI 2y RSN
Growth of HealthRCare Jobs in AR Od1éA S 6So6aAiridsS Gty RS Ny
https://www.theatlantic.com/business/archive/2013/07Aruly-astonishinggraphof-the-growth-of-
health-carejobsin-america/277454).
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U.S. Employment Growth in Healthcare and All Other Industries, 2003Q1-2013Q1
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Figuur3: De jobtoename t.0.v. 2013 in de gezondheidszorg en andere sectoren.

De grafiek die eéze bewering kracht bij zet wordt in het krantenartikel aangeleveféignur3. Wat is
precies de procentuele jobgroei in de gezondheidszorg en in de andere secWepBserveren in

de grafiek dat de blauwe grafiek ongeveer een rechte weerspiegelt terwijl voor de andere sectoren we
€én rechte observeren die de situatie 202308 voorstelt en na een val een tweede rechte observeren
voor de situatie 2012013. De gezatheidszorg lijkt een jadroei te kennen van ongeveer 22die

reeds 10 jaar aanhoudt, terwijl de overige sectoren sinds 2010 slechts een aangroei observeren van
ongeveer 1.48%Deze twee procentuele groeicijfers zijn de richtingscoéfficiénten van de nmeclige

in dit hoofdstuk bestudeerd worden.

2.1.2 Aankoop organische solventen

Organische solventen worden vaak gebruikt in de farmaceutische wereld. In een bepaald bedrijf kan
een courante solvent gekocht worden aan 4 euro per ton. Een andere organische sobrdht
momenteel overgesubsidieerd zodat men een reductie ontvangt in de kosten van 1 euro per ton
terwijl de kostprijs van de solvent slechts 0.75 eurocent bedraagt.

Men wil de productiekost minimaliseren maar dient zich te houden aan een aantal vooevaard

a) Samen moet er minstenst8n per dag worden gestockeerd

b) Eris slechts 5 ton per dag beschikbaar bij de tezkawiers voor de twede solvent

c) Veiligheidsvoorschriften bepalenatlde hoeveelheid van solventtégenover solvent 2 niet
meer kan bedragen dan 4 ton.

Het vraagstuk kunnen we schrijvals een stelsel ongelijkheden waarbij we de volgende onbekenden
kiezen:whet aantal ton solvent 1 ehet aantal ton solvent 2. Het bijhorende stelsel ongelijkheden
wordt door de informatie aangeleverd.

W 0 Y
W U
0w 0T
De kostprijs kunnen we berekenen die gegeven wordt door T - De toegelaten aantallen
voor solvent 1 en solvent 2 die aan de elgheden voldoen wordt gegeven dobiguur4.
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Hoeweelheid solvent 1

Figuur4: Toegelaten aantal ton solventen 1 en 2 binnen het driehoekig gebied.

De zwarte rehte toont die aantallen voor de solventen 1 en 2 zodat de kostprijs constant 20 euro
bedraagt. De prijs laten dalen verschuift de rechte evenwijdig naar links. De kostprijs wordt dus
geminimaliseerd in het linker hoekpunt van de driehoek. De optimalessjpig is: 3 ton van solvent 1

en 5 ton van solvent 2.

2.2 Vectoren en rechten

2.2.1 De Euclidische ruimte
De basis van de klassieke meetkunde werd ontworpen door de Griek Eclae300 VC)

Het vlak heet een Euclidische ruimte indien 3 #siatmenvallende pumen toegekend worden aan he
vlak: De oorsprong en 2 basispunten.

€1
Q

)

Figuurs: De Euclidische ruimte

Een vector voorgesteld door een pijl bepaald de positie van een punt in het Euclidische vlak t.o.v. de
oorsprong. Bijgevolg heeft de vector een richting en grootte bepaald door haar afstand tot de
oorsprong. De basispunten hebben typisch dezelfde afstand.tde oorsprong. Een nieuw puiis
opnieuw een vector t.0.v. de oorsprong Vectoren laten toe om zoals bij matrices een som en scalaire
vermenigvuldiging voor vectoren te beschouw&We heten de Euclidische ruimte bij invoering van
vectoren een vetorruimte zoals geillustreerd Riguur6.
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€7

Figuur6: Euclidische vectorruimte

2.2.2 Vectorcalculussom en scalaire vermenigvuldiging

Twee vectoent) ) in een Euclidische ruimte kunnen worden opgeteld. De som wordt gegeven door
het punt dat moet worden toegevoegd opdatr) i} enry 1) een parallellogram vormeme som

is een vector bepaald door de diagonaal van de parallellogram vaauwbsprongd naar het punt

n 1N .Ditheet men de parallellogramregel die geillustreerd wordEiguur?.

Figuur7: Som van twee vectoren

Een vectom en een getal_N s laten een scalaire vermenigvuldiging) toe. Dit product is een
vector waar de grote precieskeer de grote van de vectdy . Dit wordt geillustreerd ifriguur8.

/‘/’ A.pq

7
/!
by,

Figuur8: Scalaire vermenigvuldiging

De twee bewerkingemq scalairevermenigvuldiging en som van vectorettaten toe een belangrijke
rekenregel van de Euclgtihe vectorruimte te formuleren: ontbindingsregel.
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Elke vector) in de Euclidische vectorruimte bestaat uit een lineaire combinatie van de basisvectoren
‘Q en'Q zodat er getallen. h_ N s bestaan zodat geldt:

nn n _Q _Q

Figuur9: De ontbindingsregel van vectoren in basisrichtingen

2.2.3 Rechte enhaarvectoriéle vergelijking

Aangezien vectoren een richting hebben die uitgédinnordt door de pijl, definiéren we een rechte
als de verzameling van punten die dezelfde richting hebben zoals geillustréegdiiml0. Een rechte
die door de oosprong gaat, noemt een vectorrechte.

Y]

Figuurl0: Vectorrechte in een Euclidische ruimte

De rechte kunnen we dan voorstellen de volgende verzameling van punten door gebruik te maken van
de scalaire vermenigvuldiging:

6 no & Adv s
De voorstelling van een rechte door deze verzameling, heet men de vectoriéle vergelijking van de
vectorrechted. Een rechte hoeft natuurlijk niet door de oorsprong te gaan, we kunnen natuurlijk elke
rechte evenwijdig verschuiven toede na verschuiving door de oorsprong gaat. Bijgevolg, elke rechte
is een evenwijdig verschoven vectorrech@p de rechte kiezen we een puntat we het steunpunt
noemen, zodat we de recht@ kunnen verschuiven naar dit steunpunt.Figuurll zien we dat elk

puntr) op de rechted bepaald kan worden als een parallellogram bepaald ddofr) en een punt op
de vectorrechted wat door de scalaire vermenigvuldigigelijk is aan @
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Figuurll: Een rechté en haar evenwijdige vectorrechte.

Bijgevolg, laat de som van vectoren en de scalaire vermenigvuldiging toe om de vectoriéle vergelijking
op te stellen van de rechté:

6 nd i _dbAdva i O
De vectoriéle vergelijking laat zien dat de verschuiving van de vectorrédiotestand komt door de
vectori, het gekozen steunpunt op de rechieop te tellen.

Een alternatieve manier op de optelling van vectoren tejkehiis als volgt: de som van de vedor
wis het punt bepaald door de verschuiving van de vegttamgs de vectot

2.3 Coordinaten

2.3.1 Het Cartesische assenstelsel

Het Cartesische assenstelsel laat toe om aan analytische meetkunde te doen. Bij meetigeds v
Euclides kan je niet rekenen want de som en scalaire vermenigvuldiging zijn meetkundige constructies.
Voor een som moet je immers een parallellogram tekenen en voor de scalaire vermenigvuldiging moet
je de vector langer of korter maken. Bij de inxiog van het Cartesische assenstelsel kan je rekenen
waarbij we vectoren zullen voorstellen door matrices met name kolom of rij matrices. Vanaf dat
moment hebben we de matrixcalculus uit Hoofdstuk 1 tot onze beschikking om de nodige
berekeningen uit te vaen. De analytische meetkunde werd ingevoerd door René Descarte (in 1637).

Descartes werkt net als Euclides in een Euclidische ruimte maar de 3 basispliaéf zijn zo
gekozen dalQ en'Q loodrecht op elkaar staan en zich even ver van de oorgptobevinden. De
vectorrechten door respectieveliR en'Q worden de codrdinaatsassen genoemd ofddas enwas.

De Euclidische meetkunde laat toe om een pité¢ definiéren zoals geillustreerd Figuurl2. Het is
wegens de parallellogramregel en de scalaire vermenigvuldiging:

nn n _Q _0Q
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o=1[o o] e, =[1 0] e101:[/11 0]

Figuurl2: Het Cartesische assenstelsel met de 3 basispunten ebifgemend punti

Descartes stelt voor om de vectorsom niet telkens te schrijven maar de som voor te stellen door een
matrix:

n - _ _Q _0Q

waar het eerste element van de matrix het getal inhoudt waarmee de eerste basisvector moet
vermenigvuldid worden en het tweede getal de scalaire vermenigvuldiging inhoudt met de tweede
basisvector die dan bij elkaar worden opgetdllh die manier vinden we ook codérdinaten voor de
basisvectorenQ p m Q T™WenQ w p T Q.

2.3.2 Vector en matrixcalculus

De invoering van codrdinaten laat toe om de vectorbewerkingen (som van vectoren en scalaire
vermenigvuldiging) te bekijken vanuit matrixrekening. We laten zien dat deze vectoriéle bewerkingen
precies dezelfde bewerkingen zijn op matrices.

Beschouw de veoten en haar codérdinatem who enn who . De som van de twde
vectoren wordt gegeven door

n N W W 0w W O ®Q DY 0Q
O OQ O w0 O O 0w W

Er volgt dat de som van de vectoren gelijk is aan de matrixsomevaadtdinaten.
Beschouw verder een getalM s en beschouw de scalaire vectorvermenigvuldiging:
in 1® ®© i0Q oQ 10 ioQ Id 1o

Er volgt dat de scalaire vermenigvuldiging van vectoren precies de scalaire vermenigvuldiging|inhoudt
van de matrix van de codrdinaten.

2.3.3 Parametervoorstelling van een rechte

Met behlup van de vectoriéle vergelijking, kunnen we de vectoren schrijven aan de hand van hun
coordinaten en bijhorende matrices. Deze aanpak vorm de vectoriéle vergelijking omerot
parametervergelijking.

We beschouwen deFiguur 13 waar we een parametervergelijking opstellen uit de vectoriéle
vergelijking van de recht& en vectorrechted aan de hand van de richtingsvecdr ® ® en
steunpunt op de rechté gegeven doot ® ® .
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B
AY
s = [Xs Ys] A
Y ‘6’2 =[0 1]
q,,_——,‘.-[xd""-i’(‘z]

4 e X
4— ®

0=[0-0l] e=[1 o0

Figuurl3: Rechte en vectorrechte in een Cartesisch assenstelsel

We beschouwen de vectorrechtewaarvan we de vectoriéleergelijking omzetten met behulp van
codrdinaten:

_0 o Ada

De matrixvergelijking kunnen we nu omzetten tot een stelsel waarbij het stelsel gekend is als de
parametervergelijking van de vectorrechte:
W _®

O _®

Vervolgens kunnen we ook een gelijkaardige beschrijving maken die de vectoriéle vergelijking van de
rechte® omzet tot een parametervergelijking met behulp van codérdinaten:
& Ag) (| & AOva
W wsw W 0w O _0 Of]Ada

De matrixvergelijking kunnen we nu omzetten door een stelsel waarbij het stelsel gekend is als de
parametervergelijking van de rechte:

O O _®

® O _o

De reden voor de naam parametervergelijking doelt op de aanwezigheid van de paramglempnt
op de rechte heeft immers een unieke waard#

2.3.4 Een rechte door twee steunpunten
Aangezien een vectorrechte vaak niet gegeven is, bekijken we in deze paragraaf de meer praktische

situatie waarbij een rechte wordt getekend door twee punten. Deze twedeuzijn de steunpunten
i W W H W 0
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Beschouw de rechté die gaat door de twee steunpunteén eni . De bijhorende vectorrechte die

dezelfde richting heeft als de rechte maar verschoven naar dsorsprong wordt gegeven door de
richtingsvectod i i .

B ....,.,_........,-.
I -
/”52 = [xsz ysz] A
sy = [Xsy Vs ]| /{/
1 11 e, = [0 1] Sz — ?1,__,=..[.xs.2. o

0=[o0][ e=[1 0]

Figuurl4: Rechte door twee steunpunten

We kunnen nu de parametervergelijking opstellen door de formule te nemen uit paragyadmet
een steunpunt naar keuze of i en richtingspunt®d i i . Op die manier bekomen we de
parametervergelijking:

@O _d O

2.3.5 Cartesische vergelijkingan een rechte

Het gebruik van de parametervoorstelling is beperkt. Meestal gebruikt men de Cartesische vergelijking
omdat deze eenvoudiger is dan een stelf. parameter_aanwezig in de parametervoorstelling is
vervelend omdat het moeilijk te interpteren valt.

De Cartesische vergelijking wordt bekomen door in de parametervoorstelling uit de eerste vergelijking
de parameter op te lossen en deze dan vervolgens de substitueren in de tweede vergelijking. Na
substitutie vinden we de Cartesische vergelgk in de tweede vergeliking van de
parametervoorstelling. De berekening gaat als volgt:

A Al Al Al d) d)
O 0 _0 o - o o
w o 0 @ O _0 O
W
1v_ T T
= 0
(I A W ® . .
00— 0 W
w w w
De Cartesische vergelijking van de rechte door de puhten @ @ eni W W wordt
gegeven door:
W W
W W W
0w

waarbij we de verhouding—— de richtingscoéfficiét of rico van de rechte noemen.
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2.3.6 Voorbeeld: jobgroei
We hernemen het voorbeeld uit paragradfl.l en stellen de cartesische vergelijking op van de
rechten:

1) Jobgroéin de gezondheidszorg
2) Jobgroei in de overigeestoren voor de periode tot 2008
3) Jobgroei in de overige seten voor de periode vanaf 2010

Voor de eerste rechte beschouwen twee steunpunten die we kunnen aflezen uit de grafiek:
¢ TMT @ T RNi ¢ W p P .Bijgevolg wordt de Cartesische vergelijking gegeven door

W T S n(b TGO
p o C
Er volgt dat de rice- ¢& bedraagt dus jaarlijks groeit het aantal jobs in de gezondheidszorg met
2.2% We kunnen ook berekenen wanneer het aantal jobs verdubbeld zal@yn dle situatie in 2003:

i
cnnpnn%(b CTMMNMOo W CmT Y

Als deze groei aangehouden blijft, verdubbelen het aantal jobs in de gezondheidszorg elke 45 jaar.

Nu bekijken we de andere twee rechten waarbij we starten met de rechte die de groeisituatie beschrijft
in de periode 2002008. De gekozen steunpunten Zijn ¢ T T @ T ®NI CTIEYU P TTU
De Cartesische vergelijking wordt gegeven door

) nncn(b TGO
P 0w q

Ervolgt datde rice— p8t v ledraagt dus jaarlijks groeide in die periode het aantal jobs andere

sectorenmet 1.053%. Voor de periode 202013, selecteren we steunpuntén ¢ T p ™ Yen
i ¢ T p @ T Twat aanleiding geeft tot de volgende Cartesischegedjking

W WP w ¢mpT

Er volgt dat de rico ongeveer 1 bedraagt dus jaarlijks groeit het aantal jobs in de overige sectoren met
ongeveer 1%. We zien dat de jobgroei in de periode ongeveer dezelfde procentuele groei
aanhield. De val in de pede 20082010 impliceert andere steunpunten aangezien de rechte in de
periode 20032007 en de rechte voor de periode 202013 ongeveer een verschuiving aanlevert.
Bijgevolg groeit de gezondheidssector ongeveer twee maal zo snel dan de overige sectoren.

2.3.7 Examenvraag (Tussentijdse evaluatie 2015)

Beschouw in de Euclidische ruimte de vectodéii end. (i) Bepaal de vectoriéle vergelukmgdle
gaan door de punted ¢6 encd 6, (i) Liggende punted  vd ¢6 cOdend & 16
0 op de rechteY? (iii) Stel de vectoriéle vergelijking op van de vectorrechte evenwijdigvinet

Oplossing(i) De twee steunpunten zijh 0 ¢O0 eni 00 0. De richtingsvector voor de
vectorrechte evenwijdig meY wordt bepaald door het pund i i ¢cO ¢6 0.We vinden
dat de rechteY volgende vectoriéle vergelijking heeft

Y 0 ¢6 _8¢0 g6 O
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(i) Een punt ligt op de recht¥ indien een unieke waarde voorkan gevonden worden. We zoeken
de waarde van, eerst voor het pund:

. y .. . . . 10 10 (O
VO cO ¢0 O O _¢co ¢o O ——— C

= ¢0 ¢6 O
We besluiten dat het pund zich bevindt op de rechtd. We evalueren de locatie van het punt

. v e . . v c6 0
O T0O 0 O g0 _¢cCO ¢co O ———=° 4

= ¢0 ¢6 0O
Aangezien de breuk zich niet vereenvoudigt tot een getal, behagrptint niet tot de rechte.

(iii) De vectorrechte evenwijdig met de rechtdeeft dezelfde richting al¥ maar het steunpunt is de
oorsprong. Bijgevolg is de vectoriéle vergelijking die we zoeken:

_8¢0 ¢6 O

2.3.8 Examenvraag (tweede zittijd augus2316)
Geef de Cartesische vergelijking van reahtioor het puntd  offit en het punté  ¢oh 6 met
ON s opdat dit punt ligt op de rechte b met parametervergelijking gegeven door:

W G ¢
W X_ O

Oplossing: We zoeken eerst de waarde ©afsangezien het purii op de gegeven rechte moet liggen,
vullen we de waarde> ¢oenw 0in, in de parametervergelijking:

GO ¢ o
0O X_ O

We lossen nu het stelsel op naar respectievalign _ met behulp van de combinatiemethode en
vinden

W ¢ ¢px ™ pgL PC _ P
0O X- 0¢¢ PO TUY 0 T

Hetpuntd  (h T . De Cartesische vergelijking kunnen we nu opstellen:

Pgq
v

. . . T.
W W o W Goo

cld

2.3.9 Examenvraag (Tussentijdse evaluatie 2014)

Beschouw in het Cartesische assenstelsel de vectdren p p ¢ p . Bereken de
Cartesische voorstelling van de reciie _c¢6 6 ¢ met_N a en van de rechtd) die
evenwijdig is meb maar door de eerste basisvectr p T gaat.

Oplossing: We stellen de parametervergelijking op&an

w ¢ o_
w ¢ o_

We vindende Cartesische vergelijking vandoor de parameter_te elimineren:
W w T 0 wTr

De rechte) wordt gegeven door:
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W o
zodat het punfQ zich op de rechte bevindt, dit leidt tot de unieke waarde vaat p 0 O
p. De Cartesische vergelijking voor de redhtevordt
(@) w p
2.4 (On)gelijkheden grafisch oplossen
2.4.1 Grafische oplossing voor stelsels met twee onbekenden
We beschouwen opnieuw stelsels waar we het volgende voorbeeld nemen
W w W T o (W Cw W p
T ow X p Y (W W W p
In deze paragraaf, gaan we niet de technieken gebruiken uit Hooftishalar we wensen de oplossing
meetkundig te construeren in een Cartesisch assenstelsel. De idee is om de verschillende

vergelijkingen in het stelsel als Cartesische vergelijkingen van eere riechiterpreteren en deze te
tekenen.

Eigenschap

U7

1. Het stelsel heeft juist oplossingndien de rechtersnijdenwaar de oplossing het snijpunt i
2. Het stelsel heefgeen oplossingeindien de rechterevenwijdig zijn.
3. Het stelsel heefoneindig veel oplossigenindien de rechtersamenvallen

Uit paragraaR.3.4weten we dat door twee steunpunten een rechte gaat. Bijgevolg volstaat het om
per vergelijking twee punterte nemen zodat haar Cartesische codrdinaten voldoen aan de
vergelijking. De eenvoudigste punten om te kiezen zijn de snijpunten met de codrdinaatassen zodat
we punten vinden van de vorm T ® eni @ T die aan de vergelijking voldoet.

De steunpunten voor vergelijking 1 berekenen we voor het bovenstaand voorbegid m -

eni w 1. Voor de tweede vergelijking vinden we ook steunpuriten 1 - eni - TI.

o A®

Figuurl5: De rechtero o wmet steunpunteri fi entw ow X met steunpunteri fi . De schaal
van de grafiek is 0.5 cm.



Hoofdstuk2: Vlakke meetkunde

Nu kunnen we deze punten aanbrengen in het Cartesisch assenstelsel en de punten verbinden om de
rechten te tekenen. De oplossing van het stelsel is preaéshjpunt tussen de twee rechten. In
Figuurl5 zijn de twee vergelijkingen getekend waarbij het snijpunt zich in de oplossing zich
bevindt.

Opmerking Indiende vergelijking een vectorrechte voorstelt zodat het rechterlid van de vergelijking
0 is, dan vallen de snijpunten met de codrdinaatassen samen. Op die manier moet je als tweede punt
een ander punt kiezen naar keuze.

Om de opmerkingen te illustreren, beseiwen we een tweede voorbeeld die we zowel met de
combinatiemethode als grafisch zullen oplossen:

W W o0 p T ow o W p

® TW T p p ow pPg¢ W T
We gaan opnieuw twee steunpunten bepalen per vergelijking om deze rechten en de bijhorende
oplossing van het stelkgisueel neer te zetten in een Cartesisch assenstelsel. De eerste vergelijking
heeft de steunpunten m o eni o 1. Deze steunpunten zijn de snijpunten die de
rechte maakt met de coodrdinaatassen. De tweede vergelijking stelt een vectorrechte voatatuga

door de oorsprong met steunpumnt 11 1. Om een tweede steunpunt te vinden, volstaat het niet
om naar de snijpunten met de codrdinaatassen te kijken want dat levert alleep, we nemen een

andere waarde vooten berekenen de bijhorende waardeor i i C -.

AW
4
4
7
7/
d
/7
7/
e
d
7
7
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4
/7 P
/7 -
e -
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r ’ - -
i .’/_¢-
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- - ’
- e
- v
- - 4
l /7

Figuurl6: De rechternto @ omet steunpunteri i enc Tw Tmet steunpunteri fi . De schaal van
de grafiek is 0.5 cm.

In Figuur16 worden de twee rechten van de vergelijking visueel weergegeven in een Cartesisch
assenstelsel waarbij we de oplossing kunnen aflelii.deze grafische aanpak is het eenvoudig om
intezienRIF & RS SA3ISYyaoOKFLl 3SftRG RAS o &aO0SylFINR2Qa 0o
illustreert: vals stelsel.
®w w o g QT T
ow ¢wWw X p ow ¢Ww X
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De combinatiemethode levert onmiddellijk een vergelijking op die vaisws: Tt Bijgevolg zijn er gee
oplossingen. Bijgevolg, indien we de vergelijkingen als rechten in een Cartesisch assenstelsel
beschouwen mag er geen snijpunt bestaan: de rechten moeten evenwijdig zijn.

De steunpunt voor de grafische oplossing van dit voorbeeld zijn als vvdigt:zijn precies de punten

zoals inFiguurl5, we berekenen steunpunten voor de tweede vergelijkingidie 1 — eni

- T oplevert. De tekening ifriguurl? laat zien dat het stelsel geen oplossingen heeft omdat de
rechten zich evenwijdig van elkaar bevinden en geen snijpunt gemeen hebben.

A

-
-

- -

-

Figuurl7: De rechterto (b wmet steunpunteri fi eno® ¢ W X met steunpunteni fi . De schaal
van de grafiek is 0.5 cm.

We kunnen het voorbeeld nog een keer aanpassen om ook scenario 3 waarbij er oneindig veel
oplossing van hedtelsel zijn te illustreren:
W W 0w o m T

o W (X p OO ¢W X
Het is duidelijk dat er in dit stelsel een redundante vergelijking is wat betekent dat deze geschrapt mag
worden. Dit betekent echter dat er maar 1 vergelijking is en dus bijgevolg maghter EIk punt op
deze rechte is een oplossing van het stelsel. De rechte heeft als steunguntenrt - eni
W TI.

2.4.2 Ongelijkheden grafisch oplossen
Bij het oplossen van ongelijkheden, wens je in het Cartesische assenstelsel de codrdinaten te kennen
van depunten die de ongelijkheid waar maken. Als voorbeeld beschouwen we de ongelijkheid:

Cw oW @
We weten reeds dat de gelijkhedin dit gevalcw ow @ ¢ een rechte voorstelt gegeven als een
Cartesische vergelijking. Bijgevolg geldt de belangrijke regel:
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EigenschapDe oplossing van een (strikte) ongelijkheid is steeds een halfvlak begrensd door de rechte.
Indien er één punt in het halfvlak aan de ongelijkheid voldoet, dan voldoet elk punt van het halfviak
aan de ongelijkheid. Omgekeerd geldt ook datesiléén punt in het halfviak niet aan de ongelijkheid
voldoet dan voldoet geen enkel punt van het halfvlak aan de ongelijkheid.

Met behulp van de eigenschap, kunnen we een ongelijkheid oplossen door drie stappen te doorlopen:
(i) we tekenen de rechte, daupten op de rechte voldoen aan de gelijkheid, (ii) we nemen een testpunt

in elk van de halfvlakken t.o.v. de rechte, (iii) de oplossing is dat halfvlak die het testpunt bevat waar
de ongelijkheid geldt. We illustreren deze werkwijze op het bovenstaandeetd.

A “ 7
w .
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
//
(0} L - w

| -

9 /,‘ >
7
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7
7
7
7
7
7
7
7
7

Figuurl8: De rechtec® 0w @met steunpunteri H en testpuntend i voor de ongelijkheidcw o
(p zodat de oplossing bepaald wordt door het halfviak in het rode geldedschaal van de grafiek is 0.5 cm.

We beschouwen de steunpunten van de vergelijking ow @ gegeven dooi T ¢ en

i o 1. Het eenvoudigste testpunt dat niet op de rechte zich bevindt is de oorspiong

m 1. Het tweede testpunt i oh ¢ dat preciesdoor de nietnul codrdinaten van de
steunpunten wordt gevormd. We evalueren de testpunten in de ongelijkheid:

1 Testpuntlm o
T Testpunt2p ¢ ¢

Alleen voor testpunt 1 is de ongelijkheid correct, bijgevolg is de oplossing van de ongelijkheid het
volledige halfviak t.o.v. de rechte waarin testpuat zich bevindt zoals aangegeverfFiguurl8.

Precies op dezelfde manier, kunnen we stelsels ongelijkheden oplossen gpadische manier. We
lossen elk van de ongelijkheden op waar de doorsnede van de toegelaten halfvlakken per vergelijking
de oplossing aanbiedt van het stelsel.

We beschouwen het volgende stelsel ongelijkheden:

Cw ow @

ow QW p
De eerste ongelijkheid we reeds opgelost ifiguurl8. Nu lossen we de tweede ongelijkheid op. We
beschouwen eerst de gelikheidow ¢w  pen beschouwen de steunpuntdn 1T - en
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i - T11. Opnieuw is het testpund T T een eenvoudige keuze zodat we cbkalstweede

testpunt kunnen kiezenVNe evalueren de testpunten:

1 Testpunt 11t p
1 Testpunt2: po p

Alleen voor het eerste testpunt is de ongelijkheid correct, bijgevolg is de oplassirde ongelijkheid
het volledige halfvlak t.0.v. de rechte waarin testponich bevindt zoals aangegeven in

T ;

3

Figuurl9: De rechte 0w cw p met steunpunteri Fi en testpuntend h voor de ongelijkheid oo
cw p zodat de oplossing bepaald wordt door het halfvlak in het groene gebied. De schaal van de grafiek is
0.5cm.

Om de oplossing van het stelsel te bekomen, moet de doorsnede bepaald worden van de twee
toegelaten gebieden irespectievelij-iguurl8en FiguurlO.
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Figuur20: De oplossing van de ongelijkheid als doorsnede van de toegelaten halfviakkéguuitl8 en Figuur
19.

2.4.3 Toepassing
Cirgue du Soleil maakt reclame voor familiedeals indien je een zetel kiestdeakostprijs voor
volwassenen en kinderen minstens 100 euro bedraagt. De eerste deal houdt in dat 4 volwassenen met
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2 kinderen maximaal 374 euro betaalt waar de tweede deal inhoudt dat 2 volwassenen met 3 kinderen
maximaal 285 euro betaalt. De effecteeprijs hangt af van de zetel.

Een groepstarief met 8 volwassenen met 12 kinderen bedraagt maximaal 850 euro, is dit dan beter
dan de familiedeals onafhankelijk van de zetelkeuze?

Oplossing We voeren onbekendetprijs voor een volwassene ebprijs voor een kind. De volgende
gegevens zijn ter beschikking wat de familiedeals betreft:
W W PTT
TW W OXT
Cw 0w ¢ Yu

Het groepstarief geeft de ongelijkheido p @ Y v.1ts dit goedkoper dan wat bekomen kan
worden door de familiedeals? We tekenda verschillende rechten uit het stelsel van ongelijkheden
en bepalen het gemeenschappelijke gebied waar de ongelijkheden geldig Eiguur21 zien we dat

het greepstarief beter is dan een combinatie van de familiedeals aangezien het groepstarief per zitje
goedkoper wordt dan wat de familiedeals kan aanleveren.

200 T :
180
160
140
120

100

Prijs kind

80
60
40
20

0

0 50 100 150
Prijs volwassen

Figuur21: Toepassing Cirque du Sotefiet stelsel van ongelijkheden worbiepaald door de gekleurde rechten
waar het blauwe gebied de oplossing van het stelsel aangeeft, de rechte in stippenlijn is de ongelijkheid van het
groepstarief en de mogelijke oplossingen in het gele gebied.

2.5 Lineaire afbeelding

In deze paragraaf bekijkewe de invioed van het Cartesische codrdinatensysteem op lineaire
afbeeldingen zoals verschuivingen, vergrotingen (homothetie), draaiingen en spiegelingen. Als we
deze afbeeldingen in een Cartesisch assenstelsel uitdrukken dan blijkt dat een lineaitdiafokan
voorgesteld worden door een matrix zodat het beeld een matrixvermenigvuldiging wordt met een
vector. Deze matriciéle constructies liggen aan de basis van digitale televisie, fotoshop, JPEG maar ook
moderne tekenfilms. De reden hiertoe is dat mlestdige operaties snel kunnen doorgerekend
worden en voorgesteld worden aan de hand van matrices.
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2.5.1 Spiegelen rond de oorsprong

De eerste afbeelding die we bestuderen is een spiegeling van eendpromtd de oorsprong. Een
spiegeling rond de oorsprong betht dat we de rechte beschouwen dodr en @ zodat het
spiegelpuntdezich op dezelfde afstand bevindt van de oorsprongied® zich op de rechte bevindt
maar langs de andere kant van de oorsprong dan het @uBijgevolg zijn de punteiden ¢ezectoren
van eenzelfde grootte en richtingaar de zin is tegengesteld.

Yar€2=[0 ¥l a=[¥ Y]
) AR e
(1]
Xq'-€1 = [-x. 0] )
—e v 2 s °
| o=1[o o] e; =[1 0] x,.¢ =[xa 0]
Y .

¢~ oxe —ya] Drwez=10 =yl
Figuur22: Puntspiegeling rond de oorsprong.

Uitgaande van de grafische voorstellind-iguur22, kunnen we de puntspiegeling rond de oorsprong
uitdrukken met Cartesische coérdinaten. We beschouwen de purfen @ ® en ®
® W zodat de punten elkaars spiegelbeeld zijn rond de oorsprong. Als we de punten
uitdrukking in haar basisrichtingé@hQ dan vinden we:
® . p oW I

() . (0] () p
w Tt p T p W

Een puntspiegeling rond de oorsprong wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met de
spiegelingsmatrix
"y p T
m p
De matrix geeft per kolom de puntspiegeling weer van de basisrichtingen. De basisfehtiogdt
gespiegeld naar Q, terwijl Q gespiegeld wordt naar Q.

2.5.2 Spiegelen om een as

De tweede spiegeling die we beschouwen spiegelt een punt om een as. Eedegaide spiegeling
van het puntiom een rechteY, indien de rechte door de punteen & loodrecht op deY staat
zodat de afstand varbtot de rechte'Y en de afstand vamedot de rechte'Y gelijk zijn.Figuur23
illustreert het principe grafisch.

De spiegeling om de rechteY kan opnieuw uitgedrukt worden met behulp van een
matrixvermenigvuldiging. Om deze matrix te berekenen, moeten we alleen de baispQ FQ
spiegelen om de recht® om'QHQ te bekomen:

we Qp Q
we Qp Q

0¢

W
W

¢
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Een spiegeling om een &avordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met de spiegelingsmatgrix
gegeven door
Q
Q

5
0

oy Q
Q

5
¢

De matrix geeft per kolom de spiegeling om de reckitean de basisrichtingen. . De basisrichfidg
wordt gespiegeld naa®, terwijl'Q gespiegeld wordt naa® .

a=[X ”_ya']

Figuur23: Spiegeling om een rechte

2.5.3 Homothetie
Eenhomothetie is een vergroting of verkleining van een vector. Bijgevolg wordt een vector dichter of
verdea weg van de oorsprong gebracht zoals geillustreekldgaur24.

. °
e; =[0 1]
0 |
Yeoer =10 w1l .a ~ % Y]
e =[1 0
: o ‘xﬂ.el—[xﬂ 0]

0=To o Xg.e; = [xg0 0]

Figuur24: Homothetie

De matrixvermenigvuldiging om een homothetie te bekomen drukt alleen de vergretwigs
verkleiningsfactofQuit die het punt verder of dichter bij de oorsprong brengt:

o

m QW

Merk op dat indiedQ  p de homothetie een puntspiegeling rond de oorsprong wordt.

40
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X

Een homothetie met vergrotingsfactd@@wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met matr
gegeven door

De matrix geeft per kolom de vergroting/verkleiningn de basisrichtingen aan. De basisricht{dg
wordt vergroot/verkleind naar;?, terwijl Q vergroot/verkleind wordt naarfg[2
vergroting indienQ p en een verkleining indiei®2 p. De factor mag negatief zijn maar dan is de

homothetie een combinatie van een homothetie en een spiegeling om de oorsprong.

. De homothetie is een

2.5.4 Rotatie
Een rotatie draait een punt over een hoekneestal uitgedrukt in tegenwijzerzin. Bijgevolg zullen ook
de basisrichtingen en de cotrdinaatsassen diezelfde draaiing ondergaan.

i}:%g

Figuur25: Rotatie over een hoek-

De regels van een rechthoekige driehoek laat toe om mits wat goniometrie, de transformatiematrix te

berekenen. Inderdaad, de basisrichtif)g ]‘1 wordt getransformeerd toiQ OIE—TQ— terwijl de
OE+

tweede basisrichting2 g getransformeerd wordt toQ A O We maakten gebruik dat in

een rechthoekige driehoek geldt:

AT 10 AA[[%QPA'AA

OBl —e——e—

Het minteken bijQ verschijnt aangezien de draaiing het pidtbrengt aan de linkerkant van de
verticale as die een negatiedecodtrdinaat heeft.

Een draaiing over een hoekin tegenwijzerzin wordt bepaald door de matrixvermenigvuldiging met
matrix gegeven door
v AT © OE+
OE+ Al ©
De matrix geeft per kolom de rotatan de basisrichtingen aan. De basisrichtihgvordt gedraaid
AT € OE+
AT S -

naar , terwijl'Q gedraaid wordt naar

OE+

41
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2.5.5 Verschuiving

Bij een verschuiving worden alle punten van het Cartesisch assenstelsel verschoven over een lijnstuk.
Alle punten worden dus evenwijdig met dit lijnstuk verschoven en de schuifafstand is precies de lengte
van het lijnstuk zoals grafisch weergegevekiguur26. Bij een verschuiving heb je een matrix nodig

van ordec ¢in plaats van de tot nu toe gebruikte matrices van ogde ¢. Tot dusver bestond de

matrix van orde; ¢ uit kolommen die aangaven hoe de basisvectoren zich transformeren. De derde
kolom drukt uit hoe de oorsprong transformeert. Merk op dat in de vorige transformaties zoals rotatie,
homothetie, spiegeling de oorsprong niet verandert waardoor er geen noothisen derde kolom

toe te voegen. De derde rij bestaat altjd uit ™ p 8

o=1[o0 o]

o
0' = [xor Yor]

Figuur26: Verschuiving

Een verschuiving over een lijnstuk wordt bepaald door een matrixvermenigvuldiging| met
(bovendriehoeks)matrix van orde o die gegevenordt door

p T

Yo onmp w

T T p

De derde kolom geeft de nieuwe locatie aan in het Cartesische assenstelsel van de oorspiong na
verschuiving.

Op die manier berekenen we de codérdinaten van het pisatls volgt:
W PR W
w mTp @ ®
p mmoT p P
Er wadt een derde codrdinaat toegevoegd maar deze is altijd 1.
2.5.6 Combinatie
Een combinatie van verschillende lineaire afbeeldingen resulteert in een product van de

respectievelijke matrices waarbij de factor rechts de eerste operatie inhoudt en de factor énks d
laatste.

Voorbeeld: We draaiem5 graden a spiegelen om de negatieve bestrice om dan 3 basisvectoren
naarrechtsen 1 basisvector nadmovente verschuiven.

We starten met de draaiing van 45 gradarwijzerszin
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A(b

A o

v

Derotatiematrix wordt gegeven door

Y

J

p

r—
7S
1P
WIC

il’l
(S}
ﬂl’l
R

T e

De volgende stap is een spiegeling om de negatieve bissectrice

, W
Y
0 De spiegelingsmatrix wordt gegevg
door
Qee 0 Y n p
o s > p T
Qe

De laatste stap is een verschuiving die de oorsprong brengt naar het punt met codrdinaterofp

A ©
e De verschuivingsmatrixordt gegeven
.-w® door
p T O
> Y mp p
U o TP

De drie operaties uitvoeren in die specifieke volgorde kan berekend waosdende hand van de
matrixvermenigvuldiging:

n’\—p_ ﬂ_ ) n’\—p_ ﬁ_ ) ni ﬂ_ ol
p M 0 T P Mg UG n P T O A MG o 1g e n
m P P P Tt T[II£ ﬁ 1l ™ P plli i 1l Ilﬁ ﬁ 1
T MM PUE T momopu e e LYY i Vi Py
um m pV U n pY um n pV
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2.6 Eigenwaarden egvectoren

2.6.1 Intuitie

We hebben gezien dat we een combinatie van verschuivingen, draaiingen, spiegelingen en
homothetieénkunnen bekijken als een matrix van or@e3.Een eigenvector is een richting die door

de lineaire afbeelding niet van richting verandert maar alleen van grootte. De vergrotingsfactor is de
eigenwaardeWe zoeken dus naar vectoren die aan de volgende V\igdgg voldoen:

0 _ o O O O W _ @

zodat_N s de eigenwaarde is emN A de eigenvectorWe kunnen de vergelijking ook aan de
hand van een stelsel schrijven:

W _0 0w ®w T
0 _ @ m Ww 0w _0 0w T

Indien _ een eigenwaarde is dan zijn er oneindig veel oplossingen. Wanneer je een oplassing
gevonden hebt, dan is ok een oplossing voarN 5. Een eigenvector is dus een vectorrechte fie

door deoorsprong gaat. Indien je eenkiest die geen eigenwaarde is, dan is de enige oplossing van
het stelsel de oorsprong.

2.6.2 Determinant: berekenen van eigenwaarden
De determinant speelt een belangrijke rol om redundante vergelijkingen te identificeren in een stelsel.
Indien we het stelsel beschouwénw ®waarbij de matrixd N s enafoN 5 dan bezit het
stelsel een redundante vergelijking indighA@® 1 bijgevolg kan er een vergelijking worden
geschrapt en bezit het stelsel oneindig veel oplossingen.
Determinant van een matrix van orde ¢:
A Qu & 0w w W w
Determinant van een matrix van orde o viade ontwikkelingsregel:
AAGL ® o AAQ,

&
&

5 0 ARG o o AAQ,

Je mag ontwikkelen volgens gelijk welke rij of kolom, je moet wel oppassen want als de som van de
index van de spilelementen (groen) even is dtemt er een optelling, indien de som van de index
oneven is dan verschijnt een minteken.

ARGO & O o AAQ

&
&

o ARG

w
&

@ S A A i)
o @ ARG
De spilelemented hd O endd krijgen een minteken, de andere spilelementdnhd Fd b
enw bekomen een plusteken.

Opmerking Een kortere notatie voor aan te geven dat een determinant wordt berekend is als volgt:
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De notatie aan de hand van verticalgndin is internationaal niet meer populair. De afname in
populariteit is omdat de notatie te veel verwarring brengt met de absolute wagrdes o. De
determinant kan ook negatief zijn. Beide notaties mogen gebruikt worden in deze cursus.

We kunnen de eigenwaden van een matrixd vinden als de getallen waarvoor de volgende
determinant gelijk is aan 0O:
ARD _0 ARO & & _ m
® ® W _

&)

De eigenvector bij een eigenwaardés de oplossing van het stelsel:

W _® 0w ©Ow T
W O O _® 0w T
WO O O _® T

Opmerking Het aantal oplossingen van dit stelsel moet altijd oneindig zijn, indien jeogdo8singen
vindt, dan is de keuzen van eigenwaarde fout.

2.6.3 Voorbeeld
We bekijken het voorbeeld uit paragraab.6waar de lineaire afbeelding de matrixvermenigvuldiging

inhoudt met matrix

0— ﬂ_ ol
111G 78 1l
o 11 1 1 pl’l
Ve v
u 1 T pU
We berekenen de eigenwsaden:
oL 2 s
- RILLS g rey
AA(D _ O A Az | P P (3%
] M_E |/|_E = P 1
ou 1t T p W
P p
P - ¢ = q
P - P _
De eigenwaarden zijn pen_ p. We berekenen de eigenvectoren bij elke eigenwaarde en
bekomen voor_ p:
p% \—p_‘own:p\—p_w o 2
'Y (8 Z(8 'Y Q (8 %S
p . Y . p . p . p
o —® — 0w W T T —=® P =W T p —
v UG 29 v UG 29 %[
w Cw T w w T T
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p . p .

Php =0 —=w Tt
g (S

Iy w T

r w T

De tweede vergelijking is redundant en kan geschrapt worden zodat de eigenvector gegeven wordt
door:

W O g poO MOV A
We vinden de vectorrechte met parametervergelijking:
@ o
w W po
De Cartesische vergelijking van de eigenrechte is I p & Alle punten op deze rechte worden

door de lineaire afbeelding terug op die rechte afgebeeld. Aangezien de eigenwaatds zal de
afbeelding de punten op de rechte puntspiegelen rond de oansgr

A oooo NG pw
o'/d') De rotatiematrix wordt gegeven door
~oxe g Yo NG NG
g P Pn
@ wic UV
% A O/® UG pw
; De spiegelingsmatrix wordt gegevs
% R door
, g vy o otoP
) p T
.9
G

Opmerking De eigenvector is alleen een eigenvector voor de combinatie rotatie over 45 graden
gevolgd door de spiegeling rond de negatieve bissectrice zonder de verschuiving. Voor de verschuiving
ook te kunnen gebruiken moet de -codrdinaat immers gelijk zijn adnterwijl de eigenvector deze
vasthoudt opw 1T

Nu berekenen we de eigenvectoren bij de eigenwaarde p en we bekomen het stelsel:
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P oo Lo ow
[ 4 I/Ic I/Ic
P p .
'r—=w P —= W w U
v |/|c |/|c
Vg o T

De derde vergelijking is duidelijk redundant en mag geschrapt worden.logsen de overige
vergelijkingen op:

. P . P . . Y
" — p W —=wW ow T == p . p
q nq g —= P W —=w T
v P . P . . P Vic . Vic
L =W P — W W TT—= p W T
VNS g g
De oplossing van het stelsel wordt:
) O p WCO mON A

De eigenvector is een rechte met parametervergelijking:
®w 0
w p WO
De Cartesische vergelijking van de eigenrechte is p V¢ c Alle punten op deze rechte worden

door de lineaire afbeelding terug op die rechte afgebeeld. Aangezien de eigenwaardep blijven
de punten op hun plaats zonder te bewegen.

A
= De rotatiematrix wordt gegeven door
w p N w N gpg’J
r— —lI
Yo NG UQn
. uP P
09?\ ) wig ngy
o
(e
Y A
® Nc-G o .
P - G De spiegelingsmatrix wordt gegevs
T N door
Ty o Y mn p
N Y ro - T
e GEe o P
o(;m N
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2.6.4 Toepassing

Groeimodel zijn dynamische vergelijkingen waarbij aan de hand vammedtixvermenigvuldiging
informatie wordt gelipdatet. De eigenvectoren geven inzicht hoe de toestand van het systeem
verandert. Laten we een konijnenpopulatie beschouwen waarbij volgende informatie beschikbaar is:

1. Slechts d&0% van de konijn overleven hetrste jaar.
2. Van die B% die het eerste jaar overleven, overleg®%6 het tweede jaar.
3. In het eerste jaar zijn er geen nakomelingen, terwijl er gemiddeld in het tweede jaar 6
nakomelingen en in het derde jaar 8 nakomelingenkmatijn verwacht worden.
@
Beschouw de vectab™ 1 zodatw 00 met @ het aantal vrouwtjes met leeftijd onder 1 jaar,
W
@ het aantal vrouwtjes met leeftijd tussen 1 en 2 jaar,het aantal vrouwtjes met leeftijd tussen 2
en 3 jaar. De matrix die de aantallen aanpastrriaa volgende jaar wordt gegeven door:

LoTe
O ™ T1m T
m ™™ T

Onderstel dat we starten met 10 konijnen die net geslachtsrijp zijn op een leeftijd van 2 jaar, het
volgende jaar mogen we volgende verdeling verwachten:

i QT
Opm ™
I v

In jaar drie leidt dit tot de vglende verdeling van de konijnenpopulatie:

em T
o Tt OTl
0] T

Over een tijdspanne van 15 jaar hebben we volgende populatieverdeling:

Jaar| 1| 2| 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
x1 0| 60| 40| 180| 240| 620| 1080| 2340| 4480| 9180| 18120| 36500| 72720| 145740 291160
X2 10| O| 30| 20| 90| 120| 310| 540| 1170| 2240 4590| 9060| 18250| 36360| 72870

x3 0| 5| 0| 15| 10| 45| 60| 155| 270| 585| 1120| 2295| 4530| 9125 18180
Figuur27: Populatieverdeling konijnen over 15 jaar

Uit de tabel valt op dat vanaf jaar 8, de populatie per leeftijdsgroep ongeveer verdubbelt. Deze
verdubbeling is precies wat verwacht wordt aangezien de grootste eigenwaarde van dedglijk
is aan 2. Laten we de grootste eigenwaarde berekenen drjlerende eigenvector van de matrix.

We berekenen:

I U
AARO® _ n o_ ¢

T T

De eigenwaarden zijn bijgevolgp en¢. We berekenen nu de eigenvector bij eigenwaarde ¢ aan
de hand van de Gaussmethode:
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LG e Yw T LG 0 ) .

TPy e P - p o T ™
WP T pg ST T p tomom
o p . . 11 E I"I T p 1 n
i E(A) Cw Tt u Tt c C T[U,

Nu passen we de Gaussmethode toe om een bovendriehoeksmatrix te bekomen:

P 0 T T p 0 T T
) T T T W T p T T
™ p T T T p T T

De laatste rij is redundant en we bekomen het stelsel:

®W ow TW T

W T

De oplossing van het stelsel is de verzameting PO TO ODN A . Bijgevolg kunnen we
verwachten dat het aantal konijnen in leeftijdsgroep 1 ongeveer gelijk is aan 4 keer het aantal in
leeftijdsgroep 2 en dat het aantal in Iggdsgroep 2 ook 4 keer het aantal konijnen is in leeftijdsgroep
3. Als we kijken naar de tabelfiguur27 dan zien we dat deze verhoudingen optreden na een verloop
van tijd. Hoe verder in de tijd, hoe correcter dat deze verhouding weerspiegelt zullen worden. Dit
FSy2YSSy KSSG YSy RS a¢Si Oy wlBetw&hoargpéltdatma a lj dz2
verloop van tijd door het herhaaldelijk toepassing vam enatrixproduct, het resultaat ervan streeft
naar de eigenvector geassocieerd met de grootste eigenwaarde.

Wet van RayleighVoor een matri® N s met een unieke grootste eigenwaarde en eigenvector
o geldt datd cvoor Qvoldoende groot, streeft naar de eigenvector van de maireodateo 6 &
bij de eigenwaarde . Dit geldt voor elkeoN s zolangwniet loodrecht staat o .

Opmerkingg 5S D223fS 12S1YFOKAYS ISOoNHzZA ] G IRS AT NAIKE
g2NRSY Ay RAS @2t 32NRS $sSSNEBS3ISOSYy 1T 2RIG ta 8§
gerelateerd zijn met je zoekopdracht, je met de hoogste waarschijnlijk na een voldoende lange tijd
aankomt bij de eerste Google pagina, de tweedsest waarschijnlijke eindpunt is de tweede pagina

AY RS 1T2S{NBadz GdFGdSy SyTl X

De wet van Rayleigh speelt een belangrijke rol in verschillende domeinen uit de wiskunde. Het gaf
aanleiding tot grote doorbraken in de numerieke wiskunde die algoritmes bescllgjiamische

systemen die differentiaalvergelijkingen bestudeert en functionaalanalyse die dergelijke
eigenwaarden en vectoren bestuderen voor oneindigdimensionale functies. Buiten Google maakt ook

de mobiele communicatie gebruik van deze wetmatighedetieonwat men fixpuntstellingen heet.
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3 Goniometrie

Processen in het menselijk lichaam vertonen veel herhaalde patronen. De ademhaling en hartritme
Zijn de meest voor de hand liggende voorbeelden waar een periodiek patroon voorkomt. Het hartritme
is een peiodiek functie waar een aantal slagen per minuut geobserveerd wordt, de ademhaling is
gekoppeld aan dit hartritme maar is typisch ongeveer een factor 3 tratpsl. veel meetinstrumenten

die artsen gebruiken buiten deze periodiciteit uit om fysiologisclacameters te meten zoals
bloeddukmeters, 2 12 L SGK@aY23ANI FASSE YI3AySGiAaoOKS NBazyl
meetinstrumentatie speelt periodieke patroneren en afwijkingen van het periodieke gedrag een
belangrijke rol, die rol wordt kracht bijgezetnalat artsen op basis van deze periodieke verschijnselen
diagnoses stellen. De tak van de wiskunde die periodieke verschijnselen bestudeert is de harmonische
analyse. In dit hoofdstuk beperken we ons tot een deeldomein van de harmonische analyse die
geinspieerd wordt door de vlakke meetkunde: goniometrie of driehoeksmeetkunde.

3.1 Inleiding

Periodieke verschijnselen reguleren de diffusie in het menselijk lichaam. Het dominante periodieke
effect in het lichaam is uiteraard de pulsatie van het hart. De opdelimghet hart in kamers leidt
immers verder tot andere pulsaties naast de hartslag. In het bijzonder onderscheidt men systolische
fase of samentrekking van de linkerhartkamer en diastolische fase of bloedvulling van de
linkerhartkamer.

De hartslag wordt vogesteld door een sinusgolf die de frequentie volgt van de hartslag:

Q0 OEG Qo
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waarbij"Q de frequentie is uitgedrukt in Hertz wat overeenkomt met ongeveer het aantal slagen per
minuut gedeeld door 6e verschillende hartkamers en de samenstelling van de slagaders zorgt voor
een bloeddruk golf.

no "QOEJ Qo

waarbij de functi€Qw goed voorgesteld kan worden door een veelterm van graad 3:
met parametersiftfoen ‘Qdie afhangen van de individuele patiént. Dit hoofdstuk zal onder meer
tonen dat:

N p -

OE Db E p Al ¢
zodat de aanwezigheid van een kwadratische functie in de bloeddrukgolf een periodiek verschijnsel
introduceert die tweemaal zo snel door de slagaders éegt hoewel met een amplitude die slechts
de helft is van de bloeddrukgolf. Gelijkaardig aan de tweede graad vinden we voor de derde graad:

OE b TE GOE] OEdd

Zodat de derde graad een periodiek verschijnsel aanlevert dat driemaal zo snel detagdders
beweegt en dit met een amplitude die vier maal kleiner is dan de bloeddrulgmifbloeddrukgolf bij
een effectieve patiént wordt getoond iRiguur28 waarkj de kleine oscillaties onderaan de kleinere
maar snellere periodieke golven voorstellen. De hoogteschommelingen bij de toppen wordt
veroorzaakt door de ademhaling waarbij je ziet dat die toppen zich ook periodiek gedragen maar met
een patroon dat ongeveae3 maal trager is dan de hartslag.
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Figuur28: Bloeddrukgolf

3.2 Goniometrische getallen

3.2.1 Graden en radialen

Hoeken worden meestal aangeduid met Griekse letters. De grootte van een hoek wordt gemeten in
tegenwijzerzin t.0.v. dgoniometrische cirkel wiens middelpunt samenvalt met het hoekpunt. Deze
aanpak laat een Cartesisch assenstelsel toe met twee codrdinaatsassen en 4 kwadi@aiten
weergegeven ifriguur29. Elk kwadrant duidt 90 graden en een totaal van 360 graden aan.
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Figuur29: Goniometrisch cirke] links 1 hoek—en rechts de som van twee hoeken — %o

Een alternatief voor het gebruik van graden di amtrek van de cirkel opdeelt in 360 delen van 1
graad zijn de radialen. De radialen beschouwen de 4 zelfde kwadranten in delemachalen of een

totale doorloop van de cirkel vagt’ radialen. De regel van drie laat de omzetting van graden naar
radialen en omgekeerd toe:

— 4 o0
pyrm
TT
4 P YT

¢‘i WQo et

Hoeken zijn additief zodat je de hoek tussen twee hoekbenen mag optellen om een grotere hoek te
bekomen zoals aangeduid Figuur29. Uiteraard kan je alleen hoeken optellen in dezelfde eenheid
bijgevolg moet je de keuzen maken om te werken in graden of in radialen, je dient echter consequent
te zijn doorheen de berekenieg.

3.2.2 Cosinus en sinus van een hoek

We beschouwen de eenheidscirkel. We beschouwen het gumat het snijpunt is van het tweede
hoekbeen met de cirkel. Het punhtbindenwe in de twee basisrichtingen. Wiefiniérende cosinus
en sinus van de hoek als vblget de illustratie inFiguur30:

Figuur30: Goniometrische eenheidscirkel en definitie cosinus en sinus.
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Destelling van Pythagoras levert onmiddellijk de grondformule van de goniometrie op:

Beschouw de rechthoekige driehoek door de puniénfry dan impliceert de stelling van Pythagoras
dat

p n n Al & OER

3.2.3 Cosinus en sinus: verwante hoeken
Rekenregel 1: Tegengestelde hoeken

We beschouwen tegengestelde hoeken-die aanleiding geven tot de respectievelijk snupunten met
de gonlometrlsche cirkel hijifjeeDeze punten hebben de Cartesische codrdinaten n N en
n n N zoals getoad inFiguurdl

Figuur31: Goniometrische cirkel met tegengestelde hoek

Bijgevolg leidt dit tot volgende rekenregel:

De cosinus en sinus véegengesteldehoeken is gelijk aan:

AT 6- n AT S
OET— 1 O E+
Rekenregel 2: supplementaire hoeken
Beschouw twee hoeker- — “ dan noemen deze hoeken supplementair. Aangezien- -

geldt dat de positieve vertita as de bissectrice vormt van de hoek bepaald door de puitemr) .

Bijgevolg vinden we de volgende Cartesische coérdinaten voor de pgngn: ry N N en
n N N zoals af te lezen ukiguur32.
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Figuur32: Goniometrische cirkel met supplementaire hoeken

Bijgevolg leidt dit tot de volgende rekenregel:

De cosinus en sinus vaopplementairehoeken wordt gegeven door:
AT S N AT S
OE+ n OE+

Rekenregel 3: antsupplementaire hoeken

Beschouw twee hoeken zodat — “ dan noemen we deze hoeken astipplementair. Het is
duidelijk dat de hoek gevormd door de puntgnit) een gestrekte hoek aangeafbals geillustreerd
in Flguur33 Bijgevolg vinden we de volgende Cartesische codérdinagen: n N en n

n n

Figuur33: Goniometrische cirkel met ansiupplementaire hoeken

Bijgevolg leidt dit tot de volgende rekenregel:
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De cosinus en sinus vanti-supplementairehoeken wordt gegeven door:
AT S N AT S
OE+ 1 N OE+

Rekenregel 4: complementaireoeken

Beschouw twee hoeken zodat — - dan noemen we de hoeken complementair. Aangezien

—— —geldt dat de rechte met Cartesische vergelijking wde bissectrice is van de hoek bepaald
doorn ) . Bijgevolg i§) de spiegeling om de rechtdé wvanuit het puntiy . De spiegeling om de
rechtew wwordt berekend met de matrixvermenigvuldiging:

5 TP
P T

Inderdaad, de spiegeling om de rechie ® impliceert dat de basisvectore@fQ van plaats
verwisseld wordenNu kunnen we de matrixvermenigvuldiging maken:

mp NN
p 1N n

Bijgevolggeldtday N N en N N zoals geillustreerd iRiguur34.

Figuur3d4: goniometrische cirkel met complementaire hoeken

Dit leidt tot volgende rekenregel:

De cosinus en sinus vanmplementairehoeken wordt gegeven door:
AT© n OE+
OE+ 1 AT S

Rekenregel 5: antcomplementaire hoeken

Beschouw twee hoeken zodat — - dan noemen we de hoeken amtomplementair. Dit
betekent dat de hoek— over w tgraden in tegenwijzerzin geroteerd wordt. Uit het vorige hoofdstuk
kunnen we deze rotatie uitdrukken met een matrixvermenigvuldiging.i$ieenvoudig in te zien dat
bij een rotatie van 90 graden in tegenwijzerzin, de eerste basisvé€ruigebeeld wordt o2 en de
tweede basisvectof wordt afgebeeld op Q. Dit leidt tot volgende matrix:
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6 T P
p T
Nu kunnen we de matrixvermenigvidghg maken:
m p N U
p m N n
Bijgevolggeldtday N N enn N N zoals geillustreerd iRiguur3s.

Figuur35: Goniometrische cirkel met antiomplementaire hoeken

Dit leidt tot volgende rekenregel:

De cosinus en sinus vanti-complementairehoeken wordt gegeven door:
AT© n OE+
OE+ n N Al ©

3.2.4 Tangens en cotangens van een hoek
We beschouwen deenheidscirkel. We beschouwen deakdijn aan de cirkel in het snijputissen
cirkel en horizontale as. De tangens wordt afgelezen op de vertical@adsaangegeven Figuur36.

Figuur36: Goniometrisch cirkel en bepaling van de tangens
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In Figuur36 zien we dat de blauwe en groene rechthoek congruaigelijkvormig zijn. De groene
rechthoek is een vergroting van de blauwe rechthoek met vergrotingsfé@tor—. Op die manier
wordt de horizontale zijde vergroot van lengje tot lengte p. De verticale lengte wordt aan de hand
van dezelfde vergroting omgevormd vantot —. Dit levert volgende definitie op van de tangens:
o n OE+

& n AT &
Opmerking Verschillende notaties voor tangens zijn gebruikelijk. De twee vaakskomende
notaties zijnO G- of O A4+. Je bent vrij om een notatie te kiezen maar niet samen.

Voor de cotangens, beschouwen we de eenheidscirkel. We beschouwen de raaklijn aan de cirkel in het
snijpunt tussen cirkel en vertide as. De cotangens wordt afgzen op de horizontale amoals
geillustreerd irFiguur37.

Figuur37: Goniometrische cirkel en bepaling van de cotangens

Uit Figuur37 zien we dat de blauwe en groene rechthoek congruent of gelijkvormig zijn. De groene
rechthoek is een vergroting van de blauwe rechthoek met vergrotingsfd@tor—. Op die manier

wordt de verticale zijde vergroot van lengie tot lengtep. De horizontale lengte wordt aan de hand
van dezelfde vergroting omgevormd vantot —. Dit levert volgende definitie op van de cotangens:
AP G n Al©S
¢ ¥ Ber

Opmerking Verschillende notaties voor cotangens zijn gebruikelijk. De twee vaakst voorkomende
notaties zijnA T G-@fA T O-A.1Je bent vrij om een notatie te kiezen maar niet samen.

3.3 Goniometrische formules

Deze paragraaf beschrijft de rekenregyjdHoewel de vorige paragraaf liet zien dat er een onmiddellijk
meetkundige interpretatie geldt voor goniometrische getallen is het vervelend om telkens een
tekening te maken. Het is efficiénter om rekenregels te hebben zodat er met goniometrische getallen
vlot gerekend kan worden.
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3.3.1 Cosinusen sinusregevoor rechthoekige driehoeken

We veralgemenen de definitie van de cosinus en sinus, de veralgemening laat toe om niet langer in de
goniometrische cirkel te werken die straal 1 heeft maar een mogelijk gratekdeinere cirkel. Die
veralgemening leidt tot de formules die vaak gekend staan als de SOS en CAS regel.

Figuur38: goniometrische cirkel en rechthoekige driehoek

In Figuur38 zien we dat de rechthoekige driehoek met hoekpunteim iy en de groene driehoek
congruent zijn met vergrotingsfact® 6. Inderdaad, de kleine driehoek heeft een schuine zijde die
precies de straal is van demjometrische cirkel terwijl de groene driehoek een diagonaal van lengte
0 heeft. Bijgevolg wordt elke zijde van de kleine driehoek met dezelfde vergrotingsf@cpater
gemaakt. Er volgt nu:

Os| O:0:| O:

E
0
@
Q

In eenrechthoekige driehoek geldt dat:

1. Cosinus van een hoek is de lengte van de Aanliggende rechthoekszijde gedeeld door de |Jengte
van de Schuine zijde (GASgel).
2. Sinus van een hoek is de lengte van de Overstaande rechthoekszijde gedeeld door de lengte
van deSchuine zijde (S@8gel).

3.3.2 Somformules

De somformules vormen een belangrijke rekenregel om goniometrische getallen te berekenen. Deze
formules laten toe om nieuwe formules te bekomen door correct te rekenen. Om de formule te
begrijpen, passen we de net lmwseven CAS en SOS regels e somregel is gebaseerd &jguur

39.
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Figuur39: Goniometrische cirkel en constructie van de somregels

In Figuur39is de groene driehoek met hoekpuntérm)j een rechthoekige driehoek met rechte hoek
in hoekpuntr]. Op deze driehoek zijn de SOS en CAS regels geldigk&vien:

OBl T A A n A
We passen nu de SOS regel toe op de rechthoekige driehoek met hoekiuiten :
0BT
SUNES

met notatie) rgde lente van de schuine zijde van het lijnstuk(dimet ) verbindt. Er geldt ook verder
ook in de groene driehoek door aanleiding van de CAS regel:

ATIO d s
Bijgevolg vinden we dat:
B OBTATIO
Nu gebruiken we de rode driehoek. Merk op dat deze driehoek een kleine versie is van de driehoek

O0MA die 90 graden in tegenwijzerzin gedraaid werd. Op die manier vinden we daar ook dezelfde
hoek| terug. We passen op deze driehoek de CAS regel toe:

Aijo 1]

QR

De SOS regel toegepast op de groene driehoek geeft:
OBl 914

We vinden bijgevolg:
n n Ai0OO0E]

Somregel 1

OEBIT 1 OHIAIIO Ai|00EI
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Een tweede somregel betreft de cosinus van de hoek die op een analoge manier verloopt. We
berekenen:

ATIOT A 4 A N

We passen nu de CAS regel toe op de rechthoekige driehoek met hoekjsuife :

Al 1O r]—

VNS
Opnieuw gebruiken we da& 11O g rfgzodat er geldt:
n ATIOATIO

Omn 1 te analyseren gebruiken we opnieuw de rode driehoek, waarop we de SOS regel
toepassen:

ogl 11

AR

De SOS regel toegepast op de groene driehoek geeft:
OET 914

Bijgevolg vinden we:

Somregel 2

AT |10 1 ATIOATIO OFIT OE1

3.3.3 Verdubbelingsformules
Een eenvoudige toepassing van de somregels is gekeael de verdubbelingsformules. Deze krijgen
een aparte naam omdat ze heel vaak gebruikt worden.

OEq OB1 |
OBT AT|10 OEBTAIT|O
cOET AT |O

AlT® AT|0 |
ATIOATIO OFIT OEBI
AT O OE]J
p GOE]
CAT 6 »p

3.3.4 Simpsonformules

De Simpsonformules zijn ook een toepassing van de somregels. Men vindt vaak de Simpsonformules

moeilijk te onthouden, echter als je inziet dat deze een toepassing zijn van de somregels en

tegengestelde hoeken dan hoef je ze niet te memoriseren omdat dezaemggevonden kunnen

worden.

ATiI0 1 AT|I0O1 ATIOATIO OET 0BT Al

ATIOATIO OgFI OET Al
¢cATIOATIO
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Dezelfde werkwijze kan je herhalen wat aanleiding geeft tot de eerste Simpsonsformules:
AT|IG 1 AT|0 1 CATIOATIO
A6 1 AT|0 1 ¢cOEBT OFI
ogl 1 OHFI 1 ¢cOEBT ATIO
oel 1 OHFT 71 CATI00EI

Vaak worden de Simpsonformules omgekeerd weergegeven door de substitutie:

— %o

| — S
| T %0 T — %o
C
Op die manier bekomen we ddternatieve Simpsonformules:
O v =— %o .. — %o
AlS Al%w cAl GC_AI GC_
o e o Lo %o . .. — %o
AlS Al%w qOEJC— OEI1 c
z oz A P ,,A—%O~..,—%O
OE+ OE% ¢OEH+ c Al Oc
SRR o =— %o . . =— %o
OE+ OE% CcAl OC OEH c

3.4 Goniometrische vergelijkingen

3.4.1 Goniometrische getallen berekenen

Aangezien de definitie van de cosinus en sinus overeenkomt met de respectiewelijk@ecodrdinaat

van het snijpunt die het hoekbeen maakt met de goniometrische cirkel, is het eenvoudig om in te zien
dat:

waarbij de hoeken worden uitgedrukt in radialen. Op basis van de halveringsformules kunnen we de
goniometrische getalleA | © enOE+ berekenen.

We berekenen:
T AI? AIO? p cOEI?
We lossen de vergelijking op en vinden:
i P
T C
Opgelet De sihus van 45 graden levert een positieve waarde op zoals je kan tekenen in de

goniometrische cirkel dus de oplossinq./l—_ is een foute oplossing. We heten deze oplossingen

parasitair. Je moet telkens de oplossingen van een goniometrische berekenen nakijkemagelijk
verschijnen er parasitaire oplossingen.
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Op een gelijkaardige manier vinden we:

Bijgevolg geldt:

P V& P
COE} & WK

Al 6
T

Op een gelijkaardige manier kunnen we ook de cosinus en sinus bepalenWarhanteren hiervoor
de somformules. Waar we opnieuw starten met de basisheeko8-. De verdubbelingsformules
kunnen niet toegepast worden, we bouwen een verdrievoudigingsformule.
Stap 1:0 Ed OEqd | OE4d A1 10O Al ® OFI
In de volgende stasihet de bedoeling om deze vergelijking om te vormen tot een goniometrische
formule waar alleen het goniometrische getal in staat dat je wenst te berekenen. Bijvoorbeeld, we
wensenO E } te berekenen. Bijgevolg vormen we de uitdrukking in stap 1 om nemuédrukking
die alleen maa® E/T bevat.
Stap 2 We berekenen verder
OEd OEqd | OEqd AT|10 Al ¢ OgI

¢cOBT AT O p ¢OE] O8Il

¢cOBT p OE DB =

ocOBT 10E]

O
m
N
O
m

Dit geeft de verdrievoudigingsformule voor een sinus.

Stap 3:We vullen de gewenste ho¢k - in, en we vervangen het gezochte goniometrische getal
door een nieuwe onbekend® O E + . Nu volstaat het om een vergelijking op te lossen.
P oW TW T oW p T
W p TOW TWw P T
W p Cw p L1
De 3 kandidaatoplossgen zijn:

® pﬁbg

Stap 4 Controleer de oplossingen voor parasitaire oplossingen.

Lk . .o
OE+ p OE+-
¢ C
zodat de eerste kandidaatoplossing parasitair is. Bijgevolg is de tweede oplossing de enige juiste:
oy °
¢ C
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Om de cosinus te bepalen vakunnen we nu gebruik maken van het result@E +  -. De vorige
uitdrukken laat toe:

Bijgevolg geldt:

oz% oz‘jﬁ cOET:—p
cos%

19 |
s
al

Ki

0
Fale)

<l

Aangezien de cosinus vamositief moet zijn, is de oplossingm— parasitair zodat de juiste oplossing
gelijk is aan:

“

w2 Vo
Al © —
¢ q

Ter volledigheid geven we een alternatieve aanpak, we starten met de verdrievoudigiAgivéh .
Stapl AT & AT ® | Al ® A0 OEqd OFgI
Stap 2 We zetten de volledige vergelijking om naar het goniometrische getald wat leidt tot
Al © AT © pAT|IO cOE] AT|0
CAT © AT|I0 ¢p AT O AT|O
TAT © oAT|0
Stap 3:We vullen de gewenste ho¢k - in, en we vervangen het gezochte goniometrische getal

door een nieuwe onbekend® AT © . Nu volstaat het om een vergelijking op te lossen.
T T 00w WIw ¢ T
De kandidaatoplossingen zijo mo 2Ry 2. De eerste en derde oplossing zijn parasitai

aangezienAT © 1n AT © enAl © is positief. Deze aanpak bevestigt de reeds bekomen
oplossingA1 & 4.

Algemene werkwijze voor goniometrische getallen te berekenen:
1. Zoek een veelvoud van de gewenste hoek die gekend is.

2. Ontwikkel de sinus/cosinugan die veelvoud als een functie van de cosinus OF sinus van de
gewenste hoek (NIET samen maar soms is de ene keuze moeilijker dan de andere!).

3. Vervang de cosinus/sinus van de gewenste hoek georlos de vergelijking op.

4. Controleer de verschillende opsingen want slechts 1 is de correcte oplossing.
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3.4.2 Vergelijkingen

Dezelfde strategie kan worden gevolgd voor het oplossen van een goniometrische vergefigting.
verschil is dat er nu wel meerdere oplossingen mogelijk zijn hoewel er ook terug parasitaire
oplossingen kunnen ontstaalVe starten met een eerste voorbeeld:

We zoeken alle oplossingen van de vergelikiag @ oAT|O p. We herleiden deze
vergelijking naar een gelijkwaardige vergelijking die slechts 1 goniometrisch getal bevat bijvoorbeeld
AT |0 of OET . In dit voorbeeld is het aannemelijk ofnl |O te beschouwen. We vinden:

AlT® oAT|O »p
AT © p cATIO »p
AT © OoAT|IO ¢ =
Opnieuw maken we de substitutie A T |O en zoeken de oplossingen van de bijhorende veelterm:
Cw oW ¢ T W ¢ Cw p T
De kandidaatoplossingen zijm ¢ en® -. De eerste oplossing is parasitair aangezien een cosinus

zich steeds in het interval pip bevindt. De enige oplossing is:

AT|10 P
C
We zoeken de hoekenzodat de cosinus ervan gelijk is aan. De oplossingeaijn:

£ &
o

.[l

Figuur40: Visuele repgsentatie van de twee hoeken met cosinus.



Hoofdstuk 3: Goniometrie

De algemene strategie kunnen we als volgt samenvatten:
1. Gebruik goniometrische formules om vergelijking te herleiden tot haar meest eenvoudig

2. Gebruik goniometrische formules om vergelijking te herleiti@néén met alleen cosinus of
sinus van de hoek.

3. Vervang de cosinus/sinus van de gewenste hoek georlos de vergelijking op.

4. Controleer de verschillende oplossingen want sommige oplossing kunnen onmogelijk zij

orm

>

We beschouwen een tweede voorbeeld omeabrste stap te illustreren:

A v
O ZTe X T
cOET v XAl ©
Al (D Tt
TAT O ¢
Al @ Tt
De oplossingen worden gegeven door:
Al 2
78

wat aanleiding geeft tot de oplossingen

Figuurdl: visuele representatie van de 4 vierhoeken zodat de cosinﬁls De blauwe stippenlijn geven de

oplossingen aan t.o.v. fterwijl de volle blauwe lijn de negatieve oplossingen aangeeft.
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Het volgende voorbeeld is een grotere uitdaging, nadat het voorbesidenvoudigd werd moet er
nog een vergelijking worden opgelost:

o) = IR IR e N e
A—| ¢OEI OEI ¢AIl|O VAIT|O ¢cAT|O »p
o¢
We beginnen met het linker lid te vereenvoudigen:
OET = < —— VAT|O ¢AT[O
6¢ P B P
I p o e
E —— Al Al
VOE| 5Cc— P UVAIIO ¢AIIO p

p AT|O cAT|1O »p
CAT O ATIO p ™
We voeren de substitutie io A T |O wat leidt tot de vergelijking:

Cw O pPp T ®PCOL P T

De kandidaatoplossingen zija:1 |O  penAT |0 -. Nu zoeken we de oplossingen
1. ATIO p | m
2. AT|0 -

3.4.3 Vorige examenoefeniran
Oefening 2¢ zittijd academiejaar 2014015 bereken alle oplossingetN Tt
vergelijking

van volgende

OEd Al D e e o WO L. L
S cOEd AT ® —OEdw EA| @
T C T
Oplossing:
OEd AT O .. . . Vo, .. .
S - cCOEd AT D TOEC,IG) TEAI @

Pr0E Al @ WOEMATI® PAI @
OEiw WVoOEDAT &
OEd OEd WoAT®
De oplossingen zijn:

1. OEd m o

Oefening Tussentijdse evaluatie academiejaar 2201 5:

Vereenvoudig de volgende goniometrische uitdrukking tot haar meest eenvoudige vorm:
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0" & OQAT H65Q —
50 — 6foQp AT &
met— Qh¢Q p - SO ¥

Oplossing: We berekenen

_ o OE+ Al © o
0 wé oAl ©Q — ATSO OEXL OE
00 — wéoXp AT 6- OEL Al OAI O0E

AT - OEF
OE+— Al 6
AT O0EF &p
OE+— Al 6-AT &S

Al 6-OE+

A
OET_ AT S OET-
Al O-Al ©
Al &
Oefening Tussentijdse evaluatie academiejaar 2€ABL6

Schrijf de volgende uitdrukking zo eenvoudig mogelijk waarbij w g x Tehow

BOEdymn) oBAT O

W ®
AT O oBOEqJ) mJ a0 All

wrnJ AT oY

OplossingWe passen rekenregels toe:
OEduym) OET ogl
Al @mnJ| ogl
AT @ A0
OEqdx mJ O Ed mt J| Al Q AT 10
OAl wmnJd AT|0
ATduny AT @ AT|0
De uitdrukking kunnen we nu vereenvoudigen tot:
GOEdymny BT @mJ
AT QO BOEJX T a0 Al
GOET wOEI ®
GAT|IO AT |0 ATIO wAAT|O
P W W P @ W
ATIOw o ATIO ® w

® W
wtJ GBAT @Oyt J

Oefening 2¢ zittijd academiejaar 20152016

Bereken alle oplossingeb® Tit“ van volgende vergelijking
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Al AT @ OEW goem -

OplossingHoewel er verschillende manieren zijn om de vergelijking op te lossen, lossen we hier de
vergelijking op door allesm te vormen als een functie val T ¢ . We gebruiken hiervoor de
formules

Al cAlT @ p p ¢cOE
enOEkw p Al Qo.De vergelijking wordt:

Al AT @ OEWw EOElqm Tt
Al - Al
P ¢ Al € P c ¢ gp Al Qw Tt
Al AT Qo p AT¢d p Al Qw
. Q. q G G G G
Al Qo ™

De oplossingen zijn:
AT T cw G.c ® G.T
3 T
De tegengestelde hoeken leveren dezelfde cosinus op zodat we aelopessingererbij voegen

“ “

- X

T T
Q) 0“ Uu

T

3.5 Poolcodrdinaten
Net zoals Cartesische codrdinaten, wordt deipp@s/an een punt in de Euclidische ruimte ook door

poolcodrdinaten door twee kengetallen bepaald: de afstand tot de oorsprong en de hoek die het punt
maakt tegenover de horizontale as.

Tp= [x,y]

o=[0 0] e :[1 0]

Figuurd2: Poolcodrdinaten voor een purit

Aan de hand vaRiguur42kunnen we de Cartesische codrdinaten omzetten naar poolcoérdinaten met
volgende regel die gebruik maakt van de rechthoekige driehoek begaalr de hoekpuntei fry hy:
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i o AT O

W
— AOA w 1 O0E+

efe.e

Poolcodrdinaten zijn soms efficiénter dan Cartesische coérdinaten, wat we illustreren aan de hand van
de puntspiegeling.

€2

Figuurd3: Puntspiegeling in pdoodrdinaten

Figuur43toont dat de puntspiegeling van het punteen draaiing inhoudt vah radialen. Bijgevolg,
kunnen draiiingen en een homothetie makkelijk uitgedrukt worden in poolcodrdinaten. Een
homothetie met een vergrotingsfactdverwijdert het punt met de factoiQverder van de oorsprong
zodat in poolcoérdinatenagle homothetie voostelt van het punty 1 h—d,

nee "Qh—
Een draaiing verandert de hoekcodrdinaat in het poolcodrdinatensysteem zgade draaiing
voorstelt vamy | h—over een hoek in wijzerzin de poolcodrdinaten aanlevert:

n ih—

Cartesische vergelijkingaran een rechten kunnen we ook in poolcodrdinaten voorstellen door de
bijhorende substitutie te maken. We vinden vabr & o G,

" PR e A W
D OW G iOE+ WIA X A+ O ——t
W ww 10 Wl o w O wiAIQ

Een vectorrechte mab rheeft de eenvoudige uitdrukking d&tA+
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4 Functies en grafieken

Tot nu, hebben we meetkunde beschreven waarin punten en rechten een belangrijke rol spelen. Door
middel van het Cartesische codrdinatensysteem konden we de positie van punten bepalen maar we
konden ook de punten op een rechte voor#@. In dit hoofdstuk leggen we de basis voor andere
krommen in een Cartesisch assenstelsel die complexer zijn dan louter een rechte. Hoe rekenen we met
krommen in een Cartesisch assenstelggdze rekenregels leiden tot een groep van krommen die een
belangrijke rol spelen: exponentiele functie en logaritmische functies. Tot slot gaan we ook
goniometrie opnieuw bekijken maar in plaats van dit te bekijken zoals in het vorige hoofdstuk met een
meetkundig oogpunt, gaan we goniometrie bekijken vanuit een feratandpunt.

4.1 Inleiding

Hoewel een rechte een belangrijke rol speelt in de toepassingen, duiken in alle takken van de
wetenschappen ingewikkeldere formules op dan die van een rechte. Wanneer deze opduiken is het
belangrijk dat men zich een beeld kan vornvam de kromme die de formule voorstelt. Indien we een
beeld hebben van de kromme, dan kunnen we de formule immers eenvoudige begrijpen. De
hoekstenen om een correcte grafische voorstelling te kunnen maken van een formulevoorschift
ontwikkelen we in dit hofdstuk. Ter illustratie beschouwen we de Gompertz formule die het
groeiproces voorstelt van een tumor. Een tumor is een groeiproces van cellen in een beperkt
beschikbare ruimte afhankelijk van de voedingstoffen en groeimogelijkheden. De grootte ale functi
van de tijd voldoet aan volgende Gompertz formule:

QO 0Q



Hoofdstuk4: Functies en grafieken

waarbij o de verstreken tijd voorstelty de maximaal beschikbare ruimte @énde snelheid van de
celdeling of proliferatie. Elke tumor heeft een bepaalde proliferatie, het is dus belangrijk om te kunnen
visueel interpreteren hoe snel de tumor groeit. Deze snelheid is een grafiek die een kromme voorstelt
in een Cartesisch assenstdlsnet horizontale as de tijden verticale as de tumorgroott€o .

1500

Stralingstherapie 1
Stralingstherapie 2

3
-
o
o
o

Tumorgrootte [mm~]

500

tijd [weken]
Figuurd4: Gompertz curves voor twee stralingstherapieén voor een bepaalde tumorbestrijding bij proefdieren

In Figuur44 worden twee groeicurves geillustreerd van een mogelijke tumorgroei onder invloed van
twee stralingstherapieén. De groeicurve is trager voor de eerste dan voor de tweede therapie. Om de
metenhoeveel beter deze is, moet de parameteingeschat kunnen worden. De parametais twee

maal groter in de rode Gompertz curve dan in de blauwe.

4.2 Functies en grafieken
Een functie beschrijft de relatie tussen twee variabel@en « Voor elke waarde voawhebben we
een waarde voot Bijgevolg beeldt de functiaf opwmet notatie

®w Qw

waarbij we in dit voorschrifto het argument heten eno haar beeld. Het voorschrift beschrijft de
formule die toelaat om voor een bepaatdgumentwhet beeld te berekenen. Als voorbeeld nemen
we:

(@) p W

We kunnen voor een bepaalde keune '7'—, het beeld berekenen doorp 4 - -

4.2.1 Domein van een functie

De verzameling van toegelaten argumenternormt het domein en wordt vaak dod® aangeduidt.
Het domein is een deelverzameling van de reéle getalléd Ofs .

In het vorige voorbeeld behoren niet alle reéle getallen tot het domein. Indien we als argament

kiezen dan bekomen we het beald Vp T I owat geen reéel getal is. Bijgewdb het steeds
belangrijk dat men duidelijk aangeeft voor welke argumenten een bepaalde formule toegelaten is. Het

domein in het voorbeeld zijn alle argumenten zodat de wortel getrokken wordt uit een positief getal:
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p @ T W p p W p

Het domein van déunctie™Qw Wp @ is gelijk aan de verzamelif@ plp . We noteren dit
als volgt:

'@ pip O TP GO p @
Het beeld mip zijn alle mogelijke beelden die bekomen kunnen worden met de foriple @ .

Soms is het moeilijk om in te schatten wat dit beeld prez&#gijn. Indien men een grotere verzameling
noteert dan wat het beeld zal zijn, dan heet men die grotere verzameling hébo@in:

'@ plp O Adpm p @
In deze laatste uitdrukking s een codomein van de functie aangezien niet alle reéle getallen bereikt

kunnen worden met de formuldp @ . De getallen die bereikt kunnen worden zijn immers het beeld
wat zich beperkt totp .

Het volgende voorschrift behoort ook tot de mogelijkheden:

'@ pip O T g™ p @
Opnieuw isTit een codomein aangezien het grotedisn het effectief te bereiken beeld. Een foutief
voorschrift zou zijn:

@ opp © —fdom p @

N O

Het interval -Fg is immers niet het beeld, noch een codomein van de functie.

4.2.2 Samengestelde functies
Het staat ons toe om verschillende functievoorschriftenctanbineren bij 1 functie als elk van de
functievoorschriften een verschillend domein hebben. De uiteindelijke functie heeft dan een
samengesteld domeirAls voorbeeld beschouwen we:
M o0l w0 p
Qo p wOi T @ o p
MO T 10O p

Elk functievoorschrift heft een respectievelijk domein van Hh p h pip hphb zodat bijgevolg
de eigenlijk functie alle reéle getallen als domein heeft. We kunnen het domein aan het
functievoorschrift toevoegen:

M o0l w0 p
@WOoAa g p OITO & p
MO T 1w p
In dit voorschrift is het codomeim o0k het beeld.

4.2.3 Grafieken
Eengrafiekis een kromme in het Cartesische coordinatensysteem die alle puaté@c tekent.
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Een schets verbindt een selectie van puntend Qo haciQod B ho AQow . Indien er
voldoende veel punten verbonden worden sluit de schets goed aan bij de grafiek. Wanneer men de
selectie van punten verbindt met een viotte kromme dan spreekt men overiemnpolant, in
tegenstelling tot het verbinden van de punten met lijnstukken die meksgewijs noemtln Figuur
45staat een functieo "Qw getekend in het Cartesische assenstelsel in het blauw en de stuksgewijze
schets in het rood, samen met de #winterpolant in het groen. De schets werd getekend op basis
van()  punten.

4 T T T T T T
—f(x)
—— Stuksgewijs
Interpolant
22 \ ,
= \\‘
_6‘ ) \\\ i
\
-8 r ‘ i r i ‘ N
-2 -1 0 1 2 3 4 5
X

Figuurd5: Grafiek (blauw) en schets (rood en groen) waarbij hierin een stuksgewijze verbinding (rood) en de
vlotte interpolant (groenjeillustreerd staat

Merk op dat de interpolant en de stukgewijze schets redelijk aansluiten bij elkaar. Dit komt vaak voor
wanneer de schetspunten even ver uit elkaar liggen wat men equidistant noemt. In het volgende
hoofdstuk, zullen de punten die we bdpa om op de functie te liggen meestal niet even ver uit elkaar
liggen zodat we steeds een vlotte interpolant zullen schetsen.

Twee bijzondere functies zijn de even en oneven fuscieze functies spelen een interessante rol
omdat hun grafiek symmetrieertoont tegenover de oorsprong. Bijgevolg hoef je maar de helft van
de grafiek te kennen om de andere helft te kunnen tekenen.

Een functi€Qw heetevenindien voor elk argumenben haar tegengestelde wgeldt:
Qw Q w
Een functi€Qw heet onevenindien voor elk argumenben haar tegengestelde wgeldt:

"Qw N w

In Figuur46 staat een grafiek voor een even functie (links) en een grafiek @enroneven functie
(rechts). Een even functie heeft de eigenschap dat de verticale as een symaseizodat de functie

zich erom spiegelt. Een oneven functie heeft de eigenschap dat de oorsprong een spiegelpunt is zodat
de functie zich punt spiegelino de oorsprong.
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Figuur46: Een even functie (links) en oneven functie (rechts)

Een samengestelde functie kan ook even of oneven zijn. Teruggrijpend naar het voorbeeld
M o0l iwO p
WYoa g p wOTT O o p
MO T Two p
geldtvolgende analyse:

1. @ p ®w p

N w P ® Qw
Q w o Mo Qo

De samengestelde functi®w is een even functie waarbij haar grafiek geillustreerd wordtiguur
47 waar de verticale as een symmetas voorstelt.

35

Figuurd7: Samengestelde functie met haar even grafiek

74
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Opgelet, niet alle functies zijn even of oneven. De meeste functies zijn niet even noch oneven omdat
ze samengesteld worden uit delen die even en oneven zijn. Ter illustratie beschouwen we de functie
"Qw ® . Deze functie is niet even noch onevengexien er geldt:

De eerste term van de functi® is echter even, terwijl de tweede terg oneven is zodat de som
niet even noch oneven i Figuur48 bevestigen we de analyse met de grafiek aangezien voor een

even functie de blauwe en oranje grafiek gelijk moeten zijn, terwijl voor een oneven functie de blauwe
en okergele grafiek gelijk moeten zijn.

Figuurd8: Voa de functie’Qe @ @ illustreert de tekening de grafiek "Qo (blauw),0 "Q ©
(oranje) end  "Q  (okergeel)

4.2.4 Scalaire bewerkingen met functies

Om inzicht te bekomen in een grafiek van een functie, maken we vaak gebruik van grafieken die goed
gekend zijn zoals de parabo®w @ . Met de grafiek van een parabool in het achterhoofd,
proberen we inzicht te bekomen hoe de grafiek eruit ziet van

Qw ow p U 0Qw p UL

Hier hebben we de functi®w uitgedrukt als een combinatie van scalaire bewerkingen met de functie
"Q6 . We onderscheiden volgende scalaire bewerkingen voor een fuieiiieen een reéel getal®
2:°Q0  WOw Q@ en"QQa

Verticale verschuivin® Q

De grafiek verschuift evenwijdig naj
boven indienQ Tt of naar beneden
indienQ T




