Résumé

Depuis de longues années, 'estimation non—paramétrique des fonctions
de la densité et de la régression est devenu un sujet de recherche in-
tense, permettant I’élaboration de nombreuses méthodes. L’approche non—
paramétrique est fondée sur 'idée de faire peu ou de ne faire aucune hy-
potheése concernant la distribution de I’échantillon d’observations. Ceci,
contrairement a l’approche paramétrique qui suppose que la distribution
suit un certain modele décrit par un nombre fini de parametres. Par
conséquent, I’approche paramétrique réduit le probleme a l’estimation des
parametres associés au modele. Cependant, un modele non—paramétrique
offre une applicabilité bien plus large de par son nombre plus restreint
d’hypotheses.

Une classe d’estimateurs bien connue et généralement utilisée est celle
des estimateurs a noyaur qui permettent d’estimer, entre autres, les fonc-
tions de la densité et de la régression. Typiquement, un estimateur a
noyau construit a partir de variables aléatoires indépendentes (X1, Y1), ..,
(X,,Y,) & valeurs dans R? x R”, est défini par

Gunt) = 2 ek (20) rere,
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ou K est une fonction noyau, 0 < h < 1 est une fenétre, et ¢ : R — R est
une fonction mesurable appropriée. Nous pouvons considérer ceci comme
étant une moyenne pondérée des ¢(Y;)’s, ou la fonction noyau détermine
la forme des poids associés a un certain voisinage de X;, et ou la fenétre
controle la taille de ce voisinage. A part d’étre mesurable et de vérifier
f K (x)dx = 1, aucune restriction supplémentaire n’est essentiellement im-
posée quant au choix de la fonction noyau. Par contre, comme ’estimateur
a noyau hérite du degré de lissage de la fonction noyau, on choisira un
noyau lisse ou moins lisse selon le degré de lissage désiré pour ¢, p(1).
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Le choix de la fenétre est plus problématique car ¢, »(t) est partic-
ulierement sensible a ce choix. Dans le cas des estimateurs de type Nadaraya—
Watson (probablement I’estimateur non—paramétrique le plus généralement
utilisé), une fenétre trop petite conduira a un estimateur proche d’une inter-
polation des données, tandis qu’une fenétre trop large produira essentielle-
ment une ligne horizontale. Le choix de la fenétre a également un impact
important sur le bias, défini comme étant la différence entre la quantité
estimée et l'espérence de l'estimateur considéré. En général, une petite
fenétre constituera un estimateur ayant peu de biais mais une grande vari-
ance, tandis qu’une fenétre plus grande aura plutét tendance a produire un
estimateur ayant une variance réduite, mais un biais plus important. Un ob-
jectif important dans le cadre de I’estimation par des estimateurs a noyaux
est donc de déterminer une fenétre qui permettra a ’estimateur d’avoir
un bon équilibre entre son biais et sa variance. De maniere générale, la
fenétre la mieux adaptée variera selon la situation et dépendra des données
disponibles. Par conséquent, il n’est plus possible d’étudier le comporte-
ment de tels estimateurs avec les résultats “classiques”, valables unique-
ment pour des estimateurs construits a partir d’une séquence de fenétres
déterministes. Au lieu de cela, de nouveaux résultats sont nécessaires afin
de permettre I’étude d’estimateurs fondés sur des séquences de fenétres
aléatoires.

Comme point de départ nous considérons une solution présentée par
Einmahl et Mason (2005) qui consiste a rajouter aux résultats classiques
un supremum sur toute une gamme de fenétres. De tels résultats sont
maintenant généralement désignés sous le nom de “résultats uniformes en
fenétre” et prennent typiquement la forme suivante :

li \ nhd|¢n,h(t) B E‘ﬁn,h(t”
imsup sup supsup
n—oo an<h<boweF tel  /|logh|V loglogn
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ot I est un rectangle compact dans R%, by < 1 est une constante pos-
itive, et a, est une suite de nombres non—aléatoires qui tend vers zéro
a une vitesse appropriée. Ce supremum supplémentaire que l’on trouve
dans le résultat mentionné ci—dessus nous permet entre autres de con-
sidérer les estimateurs & noyaux fondés sur des fenétres aléatoires. En effet,
lorsque h, = H (X1,...,X,) est une suite de fenétres telle que b > ap, le
résultat asymptotique (x) implique immédiatement qu’avec probabilité 1,
1@, (1) —E@, ; (¢)| — 0, uniformément sur un compact I C R

CONTENTS



XV

L’objectif principal de cette these est de démontrer comment un tel
résultat d’uniformité peut également étre obtenu pour de nombreuses et
plus vastes classes d’estimateurs. Notre méthodologie s’inspire principale-
ment des techniques développées dans Einmahl et Mason (2005), dont nous
regroupons les principales étapes dans la Section Par la suite, cette
méthodologie sera dénommée par “Standard Methodology”, ou plus sim-
plement par [SM]. Cette méthode repose principalement sur la théorie des
processus empiriques, et les outils principaux consistent essentiellement en
quelques inégalités exponentielles de déviation et inégalités de moment ap-
propriées. Tout au long des différents chapitres nous appliquerons ces tech-
niques a plusieurs reprises afin d’établir la consistance uniforme en fenétre
de certaines classes d’estimateurs a noyaux.

Une premiére application de [SM] consiste & étendre le résultat (x) vers
un résultat ou la norme uniforme est remplacée par une norme uniforme
pondérée. Nous considrons le cas de l'estimateur a noyau de la densité
fn,h(t) et supposons que les poids soient déterminés par une fonction v ap-
propriée. En partageant certaines idées développées par Giné, Koltchinskii
et Zinn (2004), nous fournissons sous des hypotheéses supplémentaires con-
cernant les suites a,,, b, et la fonction de densité, des conditions nécessaires
et suffisantes afin que le processus

sup  sup Vahd g (t) (fun(t) = Efan(t))]
an<h<b, tcRd \/m

soit stochastiquement et presque sirement borné. Dans ce processus,
est une fonction de poids (pas nécessairement bornée), et a, et b, sont
des suites de fonctions a variation réguliere a I'infini d’indice négatif. Une
preuve détaillée de ce résultat sera présentée dans le Chapitre Bl

Dans le cinquieme chapitre, nous supposons que la fonction de régression
m(t) = E[Y|X =t], t € R soit p+ 1 fois dérivable au point zy € R, et nous
considérons une classe plus vaste d’estimateurs pour m(zg), la classe des
estimateurs localement polynomiaux. Ceux—ci sont définis comme étant les
solutions d’un probleme des moindres carrés pondérés, ou les poids sont
fixés par K((xg — X;)/h). Nous nottons que l'estimateur de Nadaraya—
Watson appartient a cette classe, car il est la solution du probleme des
moindres carrés pondérés lorsque p = 0. Il s’avere que la méthode décrite
dans [SM] et reposant sur la théorie des processus empiriques, est également
applicable pour établir la consistance uniforme en fenétre des estimateurs
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localement polynomiaux. Si nous notons mﬁf’ ;L(xo) pour l'estimateur lo-

calement polynomial de degré p > 0 au point xg, nous démontrons dans la
Section que

s Sueli\m%(xo)—m(xo)’HQ ps.,
(SHE™ )Y <h<by ¥0

ou by, est une suite arbitraire qui tend vers zéro, et ouy =1 ouy=1-2/q
selon si Y est bornée ou a un moment borné d’ordre q > 2.

Le sixieéme chapitre sera consacré a la consistance ponctuelle uniforme
en fenétre du processus ¢y, 5 (t), c.a.d. uniformément pour toute une rangée
de fenétres, mais pour un point ¢t € R? fixé. Bien que le résultat uniforme
décrit dans (x) implique la convergence ponctuelle, plusieurs améliorations
peuvent étre réalisées a plusieurs niveaux. Nous montrons que

lim sup sup sup nhd|¢n,h(t) — E‘ﬁn,h(t”
n—00 ap<h<by peF log lOg n
d _

ot al = cloglogn/n ou al > n~'(logn)?®=2) selon si la fonction envelope
de la classe F admet une fonction génératrice bornée, ou a un moment
borné d’ordre p > 2. Clairement, une premiere amélioration concerne la
vitesse de convergence, qui est sensiblement meilleure dans ce cas—ci. Une
deuxieme amélioration est réalisée sur la gamme des fenétres autorisées,
qui est plus large que celle dans le cas uniforme. Enfin, le résultat obtenu
ci—dessus est applicable plus généralement que le cas uniforme (%), qui n’est
valable que pour des classes bornées ou pour lesquelles un moment d’ordre
p > 2 de la fonction envelope existe. D’un point de vue de consistance, ceci
implique qu’en terme de vitesses de convergence et de suites de fenétres au-
torisées, les classes de fonctions bornées sont équivalentes a celles ayant une
fonction envelope admettant une fonction génératrice bornée. Ce résultat
surprenant semblait ne pas encore étre connu, ni méme dans le cas clas-
sique traitant les fenétres déterministes. Jusqu’a présent, la question de
savoir si une telle conclusion peut également étre obtenue dans le cas ot la
convergence est uniforme sur des ensembles compacts (donc pour ¢ € I),
est toujours ouverte.

< oo, DPp.s,

Une application importante du résultat mentionné ci-dessus est la con-
sistance uniforme en fenétre d’une version & noyau de 'estimateur de Hill
pour l'index d'une distribution de type Pareto. Si 7, ; représente cet es-
timateur fondé sur n variables indépendentes et suivant une loi Pareto
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d’index 7 > 0, il est démontré dans la Section B4 que

sup |Tpn — 1/7] = op(1),
an<h<bn
ou a, et b, sont des suites non—aléatoires vérifiant entre autres b,, — 0 et
na, — 0o.

Comme derniére application de [SM], nous considérons les “U—statistiques

conditionnelles” qui constituent une classe d’estimateurs a noyaux beau-
coup plus large que celle des estimateurs de type Nadaraya—Watson. Ces
estimateurs sont des estimateurs consistants de la fonction de régression
“multivariée”, représentée par my,(t) = E[o(Y1,. .., Yi)[(X1,..., Xpn) = t],
t € R™. Dans le Chapitre B, nous représentons une U-statistique con-
ditionnelle par 7, ,(t) et nous établissons un résultat de consistance
uniforme en fenétre pour M, j,(t), qui est une conséquence du résultat
asymptotique suivant :

<00, Pp-S.,

imsup sup sup sup
n—oo g <h<b, pEF tel™ V/|log h| V loglogn

ot ap = c(logn/n)/™, I =T x...x1I etouy=1ou~y=1-2/pselon
si la fonction envelope de F est bornée ou a un moment borné d’ordre
p > 2. Notons que ce résultat implique entre autres la consistance uni-
forme en fenétre des estimateurs de type Nadaraya—Watson qui sont des
cas particuliers de 7, j, ,(t) lorsque m = 1.
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