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Computeralgebra: partim computationele
groepentheorie

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi  n8.3.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,

smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.
Packages: TomLib 1.1.2 loaded.
gap> b = (17,18,19,20)(4,8,22,11)(3,7,21,12);
(3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20)
gap> | := (9,10,12,11)(13,1,17,21)(15,4,20,24);
(1,17,21,13)(4,20,24,15)(9,10,12,11)
gap> a = (21,22,23,24)(7,14,9,20)(6,13,11,19);
(6,13,11,19)(7,14,9,20)(21,22,23,24)
gap> cube := Group([b,l,a]);
Group([ (3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20), (1,17,21 ,13)(4,20,24,15)(9,10,12,
11), (6,13,11,19)(7,14,9,20)(21,22,23,24) ])
gap> f := FreeGroup("bo","li","ac");
<free group on the generators [ bo, li, ac >
gap> hom := Groupt i cube,G OfGroup(f),
GeneratorsOfGroup(cube));
[ bo, li, ac ] -> [ (3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20),

(1,17,21,13)(4,20,24,15)(9,10,12,11), (6,13,11,19)(7 ,14,9,20)(21,22,23,24) ]
gap> S := StabChain(cube);

<stabilizer chain record, Base [ 1, 3, 4, 6, 7, 9 ], Orbit lengt h 21, Size:
3674160>

gap> baseim := [17,11,10,22,23,24];
[17, 11, 10, 22, 23, 24 |
gap> g := permutationbybaseimage(S,baseim);

(1,17,15,4,10,12)(3,11)(6,22)(7,23)(8,20)(9,24,13)( 14,19)(18,21)
gap> PrelmagesRepresentative(hom,g*-1);
bo*ac”2*bo”-1*li"-1*ac*bo*li*ac”-1*1i*-1*bo”-1*ac- 1*bo
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Voorwoord

Deze cursusnota's horen bij het partim \Computationele grepentheorie” van de cursus
\Computeralgebra" uit de licenties wiskunde. Het is in dit @rtim de bedoeling een
inleiding te geven tot een vakgebied dat kan omschreven worden als \coutationele
groepentheorie”.

Groepentheorie kan beschouwd worden als een zeer abstragkgebied binnen de
wiskunde. Men kan het zien als een volledig op zichzelf stakntak. Maar de interactie
tussen groepentheorie en andere deelgebieden in de wiskursdvergelijkbaar met de in-
teractie tussen wiskunde en wetenschappen zoals fysica efioimatica. Groepentheorie
kan zeer nuttig zijn om wiskundige structuren uit andere vaffebieden te onderzoeken.
We geven een voorbeeld. Beschouw de kwadriek Qfen beschouw twee punterp;
en p, die niet op een rechte van Q(4y) liggen. Werkt de stabilisatorgroep van Q(4q)
transitief op de paren niet-collineaire punten? Het antwad op deze vraag kan in alge-
meenheid gegeven worden, maar dat is niet altijd eenvoudi@oms is ook voeldoende
om een aanwijzing te hebben om het onderzoek in de juiste fiicly verder te zetten.
En soms is het voldoende om het antwoord op deze vraag voor eglaaldeq te weten.
Een groot aantal computeralgebrasystemen is tegenwoordig staat om de gebruiker,
op een min of meer gebruiksvriendelijke wijze, een antwoote geven op dergelijke vra-
gen. Daartoe zijn er echter vaak berekeningen noodzakeligtie berekeningen hebben
een zekere complexiteit, en vereisen bijgevolg CPU-tijd emerkgeheugen (algemeen:
resource3. Om de berekeningen zo e cient mogelijk te maken zijn goedalgoritmen
nodig en om goede algoritmen te ontwikkelen is dikwijls (abacte) wiskunde nodig,
en net groepentheorie leent zich uitstekend tot abstracteedeneringen. (Meer) kennis
van wiskundige eigenschappen van groepen stelt ons in staah (betere) algoritmen te
ontwikkelen voor de berekeningen in groepen. Dit feit willewe illustreren in dit oplei-
dingsonderdeel. We vertrekken van een eenvoudig probleemeen concreet voorbeeld,
en we gaan, met de computer aan de slag om de berekening te dddéoe meer wiskun-
dige kennis we gebruiken om de berekeningen te doen, des tetgr zal het probleem
zijn dat de computer aankan en des te sneller zullen de berekeggen gedaan worden.

Het spreekt voor zich dat de bespreking van algoritmen sldshzinvol is indien ze
gellustreerd kunnen worden door een implementatie op een cpuater. Wij zullen hiertoe
gebruik maken van de computeralgebrapakketen MAGMA [5] en AP [2].



Eerdere versies van deze lessen, gedoceerd door Prof. DrDE.Clerck en nadien
door Prof. Dr. L. Storme, en nota's, waren gebaseerd op eennta hoofdstukken
uit het boek: Fundamental algorithms for permutation groups[1]. Dit (uitstekend)
boek levert nog steeds een gedeelte van deze nota's. Het bbektaat uit drie delen:
\Kleine groepen”, waarin eenvoudige algoritmen bestudegmworden die eigenlijk enkel
toepasbaar zijn op kleine groepen; \Permutatiegroepen”,amrin oudere maar nog steeds
fundamentele algoritmen beschreven worden die toepasbagn op permutatiegroepen;
en \Homomor smen", waarin aandacht besteed wordt aan het wken met homomor s-
men in een computeralgebrasysteem. De eerste drie hoofdt&en van deze nota's zijn
gebaseerd op een gedeelte van het eerste deel van dit boek.

In 2005 verscheen heHandbook of computational group theory{3]. Dit boek is
een echt handboek voor het vakgebied. Het bevat een korte gasdenis van het vak-
gebied, alle nodige wiskundige achtergrond en belangrijdgoritmen uit de voorbije
eeuw. Het boek gaat ook verder door recente ontwikkelingen aieuwe algoritmen te
beschrijven, door niet alleen fundamentele algoritmen teelhandelen voor permutatie-
groepen, maar ook door aan vrije groepen, polycyclische gpen, matrixgroepen enz.
aandacht te besteden; door interessante toepassingen vamgutationele groepenthe-
orie in bijvoorbeeld automatentheorie en herschrijfsysteen te beschrijven en tenslotte
door interessante open problemen en zeer recente ontwilkkgen te beschrijven. Op
deze wijze wordt de computationele groepentheorie goed Fgtst in het vakgebied dat
we met de termcomputeralgebrakunnen omschrijven.

De wiskundige achtergrond uit hoofdstuk 1 van dit boek vormide basis van de
wiskundige achtergrond die in deze nota's over de eerstealfioofdstukken verdeeld is.
Hoofdstuk 3 behandelt de voorstelling van groepen in een cputeralgebrasysteem en
vormt de basis van hoofdstuk 4 in deze nota's. Het lijvige héastuk 4 uit het boek
vormt de basis voor hoofdstuk 5.

Jan De Beule
februari 2006
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Hoofdstuk 1

Inleiding

1.1 De nities

1.1.1 Groepen

Een groep(E: group) is een niet-ledige verzameling, voorzien van een binaire, interne
bewerking, genoteerd met, die aan de volgende voorwaarden voldoet:

(Gl) a (b gg=(a b c
(G2) (9e2 G)(8g2 G)(e g=g=4g €
(G3) (82 G)(9g '2CG)(g g *=e=g ' 0).

Het elemente 2 G dat aan de voorwaarde (G2) voldoet wordt heeenheidselementE:
identity) genoemd. De voorwaarden (G1), (G2) en (G3) sluiten niet uitlat G juist 1
element bevat. In dat geval iSG de triviale groep (E: trivial group), en bestaatG enkel
uit het eenheidselement. Een groep &bels(E: abelian) of commutatief (E: abelian als
en slechts algG; aan de volgende voorwaarde voldoet:

(G4) (8g;h2 G)(g h=h g)

De orde (E: order) van de groepG is het aantal elementen datG bevat en wordt
genoteerd algGj. Als jGj eindig is, dan noemen wé& eeneindige groedE: nite group).
Het gebruik van is slechts een notatie. Indien de bewerking uit de context dielijk

is, dan zullen we de weglaten: we notererG; alsG eng h alsgh en we noemen dit
de multiplicatieve notatie, G is een multiplicatieve groep; het eenheidselement noteren
we metl. Indien we in plaats van een + gebruiken om de bewerking te noteren, dan
spreken we van een additieve notatie of additieve groep; heenheidselement noteren
we met0. De afspraak is dat een additieve groep steeds abels is. Waenwe het over
abstracte groepen hebben, dan zullen we steeds de multiptieve notatie gebruiken.
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Stel dat G een groep is. Dan de néren we, voor elkeg 2 G, ¢" inductief alsg! = g
eng"=gd 1 n> 1, eng " als de inverse varg". Voro de volledigheid de nieren we
g° = 1. Het is duidelijk dat uit deze de nitie volgt dat g" 2 G. Voor g 2 G de ni eren we
de orde (E: order) van g als het kleinste getaln 2 N nf0g waarvoorg" = 1, we noteren
jgi = n. Uit deze de nitie volgt dat jgj=1 ( g=1lendatgc=1(j gjjk.

Stel dat G enH twee groepen zijn. Hetdirect product (E: direct product) G H is
de verzamelingf (g; h)jg 2 G;h 2 Hg van geordende paren elementen ud enH. De
interne bewerking is als volgt gede nieerd: di; h1)(g; h2) = (9:1h1; g2h2) voor g;; 0, 2 G
enhy;h, 2 H. Het is eenvoudig na te gaan daG H samen met de aldus gede nieerde
bewerking een groep is. We kunnen n@", n > 1, inductief de nieren alsG G" 1.

1.1.2 Deelgroepen

Stel datG; eengroepis. SteldaH G. We zeggen daH eendeelgroed E: subgroup
is van G, genoteerdH 6 G, als en slechts aldd; een groep is; m.a.w. de beperking
van tot de deelverzamelingH voldoet aan de voorwaarden (G1), (G2) en (G3). Het
volgende criterium is bekend:H G is een deelgroep vai® als en slechts al$d 6 ;
en 8a;b2 H)(ab 12 H).

Stel nu datH 6 G. Stel datg 2 G. De nieer Hg := fhgih 2 Hg. We noemen
Hg eenrechtse nevenklass€E: right cose) van H. Als g 2 H, dan volgt uit de
de nitie dat Hg = H. Als g° 2 Hg, dan volgt uit de de nitie dat Hg® = Hg, elk
element uit Hg bepaalt dus, samen meH de rechtse nevenklasse en wordt een (rechtse
nevenklasseyepresentant(E: representativg genoemd. Tenslotte geldt dat 8g;; g, 2
G)(Hg:\ Hg, = ; of Hg, = Hg,). De rechtse nevenklassen vormen dus een patrtitie
van de verzamelingG. Hieruit volgt de stelling van Lagrange:

Stelling 1.1.1. Stel datG een eindige groep is en stel dai een deelgroep is vai®.
Dan is de orde vanH een deler van de orde vaf.

De index (E: index) jG : Hj is gede nieerd als het aantal verschillende rechtse
nevenklassen vaid in G. Dit getal kan eindig of oneindig zijn, maar is gelijk aar},:ijj als
G een eindige groep is. Een verzameling van rechtse nevenklasserepresentanten van
H in G wordt eenrechtse transversaa(E: right transversa) genoemd. In bovenstaande
de nities kan natuurlijk \rechts" vervangen worden door \links". Ga als oefening na
dat T een rechtse transversaal is als en slechts dls® een linkse transversaal is, met
T ':=fg g2 Tg. Een eenvoudig gevolg van de stelling van Lagrange is daf een
deler is vanjGj, voor elk elementg uit de groepG.

1.1.3 Cyclische groepen, Di edergroepen en generatoren

Een groepG is cyclisch(E: cyclic) als alle elementen geschreven kunnen worden als een
gehele macht van juisteen element. Met andere woorder( is een cyclische groep als
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er een elemeng 2 G bestaat zodat er voor elkeh 2 G eenk 2 Z bestaat meth = g~.
Het elementg noemen we degenerator (E: generato). Cyclische groepen zijn isomorf
als en slechts als ze dezelfde orde hebben. We spreken méeatade cyclische groep
van orden, genoteerdC,,.

Kiesn > 2, n 2 N en beschouw een regelmatige-hoek P in het Euclidisch viak.
De diedergroep(E: dihedral group van orde 2, genoteerdD,, is de groep bestaande
uit n rotaties rond het middelpunt vanP en over een hoek var?ni, 06 k<n,ende
n spiegelingen ten op zichte van rechten door het middelpunam P die ofwel door een
(twee) hoekpunt(en) gaan en/of door het (de) middelpunt(ephvan een (twee) zijden.

Zij G; een groep erD G een deelverzameling vas. Met hDi noteren we de
verzameling van alle elementen va die geschreven kunnen worden als een vermenig-
vuldiging van een eindig aantal elementen uiD, samen met hun inverse. 1§ = hDi dan
brengt D de groepG voort. Als D eindig is, dan zeggen we dab eindig voortgebracht
wordt.

1.1.4 Enkele voorbeelden

Een permutatie (E: permutation) is een bijectie van een verzameling op zichzelf. Stel dat
X een willekeurige verzameling is. De verzameling van allerpwitaties van X noteren
we met Sym{ ). Onder samenstelling van permutaties is Synx() een groep, we noemen
deze groep desymmetrische groeg(E: symmetric group op X. Elke deelgroep van
Sym(X ) wordt een permutatiegroep(E: permutationgroup genoemd. Voorg 2 Sym(X)
enx 2 X noteren we het beeld vanx onder g met x9. De vermenigvuldiging van twee
elementeng; h2 Sym(X) stelt het element voor dat ontstaat door eersg uit te voeren
en danh, m.a.w. x(9M = (x9),

Als X een eindige verzameling igXj = n, n 2 N, dan kunnen weX identi ceren

de triviale groep. Stel dat een permutatie is vanX . Neem een willekeurige 2 X . Stel
o = 1,11 =1 . De nieer vervolgens op inductieve wijzey = i, ,, zolangi, ; 6 ip. We

we eencykel (E: cycle). Het is duidelijk dat te schrijven is als de samenstelling van
disjuncte cykels. Een cykel van lengte 2 noemen we eesnspositie (E: transposition).
Elke cykel is te schrijven als het product van transpositiesijgevolg elke permutatie.
Een permutatie noemen weven(E: ever) resp. oneven(E: odd) als ze te schrijven is als
de samenstelling van een even aantal transpostities, respneven aantal transposities.
Men kan aantonen dat geen permutatie te schrijven is als hetrquuct van zowel een
even als oneven aantal transposities. De verzameling varheatven permutaties vormt
een deelgroep vais, en noteren we metA,, of Alt( n) of Alt( X ). we noemen deze groep
de alternerende groep(E: alternating group op X. Het is eenvoudig in te zien dat
i1Sh i An = 2.

Veronderstel datK een veld is. Kies een vastd > 0, dan vormen de inverteerbare
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d d matrices overK, samen met de klassieke matrixvermenigvuldiging, een gme
Deze groep noteren we mesL (d; K). Wanneer we ons beperken tot de deelverzameling
van niet-inverteerbare matrices met determinant 1, dan beknen we een deelgroep,
genoteerd metSL(d; k).

Beschouw de projectieve ruimte PG{(;g). Een collineatie is een afbeelding van
PG(n; g) naar zichzelf, diek-dimensionale deelruimten afbeeldt og-dimensionale deel-

ruimten, 1 Kk n, en waarvoor geldt: 1 () |, met | de incidentie in
PG(n;g). We de nieren de binaire operatie als de samenstelling vawee collineaties,
d.i., =( ) . We noteren deze groep met P L+ 1;0).

1.1.5 Eerste voorbeelden met GAP en MAGMA

We zullen in GAP en MAGMA de bovenstaande voorbeelden consren. De bijhorende
les zijn magmal.len gapl.l respectievelijk, we starten met het MAGMA voorbeeld.

"VIERGROEP VAN KLEIN";
G<a,b>:=PermutationGroup<4| (1,2)(3,4), (1,4)(2,3)>;
print G;

ElementSet(G,G);

"CYCLISCHE GROEP VAN DE ORDE 4"
G<a>:=PermutationGroup<4|(2,3,4,1)>;
print G;

ElementSet(G,G);

"AUTOMORPHISMGROUP OF THE PETERSEN GRAPH";

G<a,b,c>:=PermutationGroup<10|(4,8)(5,6)(9,10),(2,5 )(3,4)(7,10)(8,9),
(1,3,5,2,4)(6,8,10,7,9)>;

Order(G);

"COLLINEATIEGROEP VAN PG(2,2)";
G<a,b>:=PermutationGroup<7| (1,2)(3,5), (2,4,3)(5,7,6 )>;
print G;

Order(G);

"GL(d.a)"
G = GL(4,9);

gens := Generators(G);
print gens;

Order(G);

'SL(d.)'
G := SL(4,9);

gens := Generators(G);
print gens;

Order(G);

Het commandomagma < magmal.l >magmal.dab de inhoud vanmagmal.lin-
lezen in magma (hier versie 2.11) en de uitvoer zal geschrewgorden in het bestand
magmal.l.0 Hetzelfde geldt uiteraard voorgapl.1 en gapl.l.0. Hier geven we een
listing van magmal.l.o

Magma V2.11-13 Fri Aug 5 2005 19:37:54 on Computer-va [Seed = 2904312860]
Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.
VIERGROEP VAN KLEIN
Permutation group G acting on a set of cardinality 4
1, 2)3, 4)
(1, 4)(2, 3)
{
1, 82, 3),
(1, (3, 4),
L, 3)@2, 4),
1d(G)



Figuur 1.1: het Petersen graaf

}

CYCLISCHE GROEP VAN DE ORDE 4

Permutation group G acting on a set of cardinality 4
1, 2 3, 4

{

1, 3), 4),
1d(G),

(1, 4, 3,2,
1, 2 3 4

}

AUTOMORPHISMGROUP OF THE PETERSEN GRAPH
120

COLLINEATIEGROEP VAN PG(2,2)

Permutation group G acting on a set of cardinality 7

(1, 23, 5)
@ 4, 3)5. 7, 6)

168

GL(d,q)

{
[ $1 0 0 0]
[ o 1 0 0]
[ o 0 1 0]
[ o 0 0 1,
[ 2 0 0 1]
[ 2 0 0 0]
[ o 2 0 0]
[ o 0 2 0]

}

1624314979123200

SL(d,q)

{
[ 2 0 0 1]
[ 2 0 0 0]
[ o 2 0 0]
[ o 0 2 al,
[ $1 0 0 0]
[ 0817 0 0]
[ o 0 1 0]
[ o 0 0 1]

}

203039372390400

Total time: 0.870 seconds, Total memory usage: 10.99MB

We geven ter afwisseling een illustratie van een interactie GAP-sessiedapl.1.i ).
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Information at:  http://www.gap-system.org
Try "?help' for help. See also ‘'?copyright’ and ‘'?authors’

Loading the library. Please be patient, this may take a while
GAP4, Version: 4.4.3 of 3-May-2004, powerpc-apple-darwin 7.5.0-gcc
Components: small 2.0, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0,
id5 1.0, id6 1.0, trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.1 loaded.

gap> "VIERGROEP VAN KLEIN"

"VIERGROEP VAN KLEIN"

gap> G := Group([(1,2)(3,4),(1,4)(2,3)]);

Group([ (1.2)34), (1.4)(23) )

gap> G;

Group([ (1.2)34), (1.4)(23) ])

gap> Print(G,"\n");

Group( [ (1,2)(34), (14(23) 1)

gap> List(G);

[0, 1.2BA4, 14(23), (1.3)24) ]

gap> "CYCLISCHE GROEP VAN DE ORDE 4"

"CYCLISCHE GROEP VAN DE ORDE 4"

gap> G = Group([(2,3,4,1)]);

Group([ (1,2,3,4) 1)

gap> List(G);

[0, 13)(24), (1432) (1.234) ]

gap> "GROUP OF THE PETERSEN GRAPH"

"GROUP OF THE PETERSEN GRAPH"

gap> G = Group([(4,8)(5,6)(9,10),(2,5)(3,4)(7,10)(8,9 ),

> (1,3,5,2,4)(6,8,10,7,9)]);

Group([ (4,8)(5,6)(9,10), (2,5)(3,4)(7,10)(8,9), (1,3, 5,2,4)(6,8,10,7,9) ])

gap> Size(G);

120

gap> Order(G);

120

gap> "COLLINEATIEGROEP VAN PG(2,2)";

"COLLINEATIEGROEP VAN PG(2,2)"

gap> G := Group([(1,2)(3,5),(2,4,3)(5,7,6)]);

Group([ (1,2)(3,5), (2,4,3)(5,7,6) ])

gap> Size(G);

168

gap> "GL(d,q)";

"GL(d.9)"

gap> G = GL(4,9);

GL(4,9)

gap> gens := GeneratorsOfGroup(G);

[ [ [ 2(3%2), 0°2(3), 0°2(3), 0*Z(3) ], [ 0*Z(3), Z(3)"0, 0*Z( 3), 0:2(3) 1,
[ 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3)"0, 0*Z(3) ], [ 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) . Z(3)%0 1]

L[ Z3), 072(3), 0°Z(3), Z(3)"0 ], [ Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), O *2(3) 1

[ 0°Z(3), Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ], [ 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3), 0*Z @111

gap> Order(G);

1624314979123200

gap> "SL(d,q)";

"SL(d.q)"

gap> G = SL(4,9);

SL(4,9)

gap> gens := GeneratorsOfGroup(G);

[ [ [ 2(3%2), 0°2(3), 0°Z(3), 0°Z(3) ], [ 0*Z(3), Z(3"2)"7, O* Z(3), 0°Z(3) 1,
[ 0°2(3), 0*Z(3), Z(3)"0, 0*Z(3) ], [ 0*Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) L 230 1]

LI 2(3), 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3)"0 ], [ Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3), O *2(3) |,

[ 0*Z2(3), Z(3), 0*Z(3), 0*Z(3) ], [ 0*Z(3), 0*Z(3), Z(3), 0*Z @111

gap> Order(G);

203039372390400

gap> quit;



1.1.6 Normaaldelers en quoti entgroepen

Stel dat G een groep is. Een deelgroed 6 G wordt een normaaldeler (E: normal
subgroup genoemd als en slechts afp *thg 2 H voor alleh 2 H en alleg 2 G. Wanneer
we H9 de nieren als de verzamelingg *hgjh 2 Hg dan isH een normaaldeler als en
slechts alsH9 = H voor alleg 2 G. Als H een normaaldeler is varG dan noteren
weH E G. Stel dat N E G en beschouw twee nevenklassdsig en Nh. Omdat N
een normaaldeler is, geldt voor elke twer;;n, 2 N dat nignh een element is uit
de nevenklasseNgh. Hierdoor kunnen we het product van twee nevenklassen vah
de nieren als Ng)(Nh) = Ngh en de verzameling van nevenklassen v&his een groep
met het gede nieerde product: deguotientgroep(E: quotient group, genoteerd alsG=N.
Een groepG noemen weenkelvoudig E: simple) als de enige normaaldelers vaB, f 1g
en G zelf zijn. Beschouw tenslotte een deelverzamelidg G. De normale sluiting (E:
normal closurg van A in G, genoteerd al$ACi, is de doornsede van alle normaaldelers
van G die A als verzameling bevatten.

1.2 Bepaling van alle elementen van een groep

Stel dat G een groep is en dat we een verzamelirf® van generatoren voor de groep
G kennen. Hoe kunnen we alle elementen vdh bepalen en opslaan in een lijst? We
veronderstellen uiteraard dat de lijst in het geheugen vanedcomputer past, we maken
ons geen zorgen over technische aspecten. We weten dat:

(@) G heeft een eenheidselement (en we kennen dat)
(b)y S G

(c) de groep is gesloten onder vermenigvuldiging (de bewend is intern!). Dus als
g;h2 G, dan weten we datg h 2 G.

(d) G is dus de kleinste verzamling di& bevat en is gesloten onder vermenigvuldiging.

Aan de hand van deze, weliswaar eenvoudige, structureleanhatie over de groep
G, kunnen we een algoritme (Algoritme 1.1) opstellen om alldeznenten vanG op te
sommen. In pseudocode ziet het er als volgt uit (waarbij we detatie uit [1] volgen)
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Algoritme 1.1: bepaling van alle elementen van een groep (1)

List (S)
Invoer : een verzameling generatore8 voor G
Uitvoer : alle elementen vanG

1 list:=flg[ S

2 for alle paren @;h) 2 list list

3 do if gh6dist

4 then voeggh toe aanlist
5 return list

We merken op dat deze pseudocode kan aanleiding geven totwering. de varia-
belelist, waar de for-lus afhankelijk van is, wordt in de for-lus zel§ewijzigd (lijn 4).
Technisch gezien zullen de meeste compilers ofwel een egeven ofwel deze wijziging
negeren. De implementatie (les:magmal.2.lengapl.2.1) in MAGMA en GAP wordt,
met initialisatie van een voorbeeld groej:

G<a,b>:=PermutationGroup<6|(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2 )>;

elements:={Id(G)} join Generators(G);
orde:=#elements;

repeat
vorigeorde:=orde;

for x in elements do
for y in elements do

prod:=x*y;

if not (prod in elements) then
elements:=Include(elements,prod);
end if;

end for;
end for;

orde:=#elements;
until vorigeorde eq orde;
#elements;

G := Group([(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2)]);
elements := Union([One(G)],GeneratorsOfGroup(G));
orde := Length(elements);
repeat
vorigeorde := orde;
for x in elements do
for y in elements do
prod := Xx*y;
if not (prod in elements) then
Add(elements,prod);
fi;
od;
od;
orde := Length(elements);
until (vorigeorde=orde);
Length(elements);

Ga zelf na dat de uitvoering van dit algoritme met de gegeverragp als voorbeeld
reeds enige ogenblikken in beslag neemt, ondanks het feit da gegeven groep in feite
een zeer kleine groep is.



Er is een onmiddellijke verbetering mogelijk van Algoritmel..1. We hebben namelijk
niet ten volle benut dat elk element vang 2 G kan geschreven worden als een product
van uitsluitend generatoren. We weten dus dag = s;; S, ::: Si,. Elk element
dat verkregen kan worden door een product vam factoren kunnen we beschouwen
als een product van een elemeny® dat verkregen kan worden door een product van
m 1 factoren, vermenigvuldigd met een generats, . We hoeven dus enkel rekening
te houden met de paren d;h), waarbij h een generator is. Deze aanpassing laat zich
onmiddellijk uitvoeren:

Algoritme 1.2: bepaling van alle elementen van een groep (2)

List2 (S)
Invoer : een verzameling generatore8 voor G
Uitvoer : alle elementen varG
list := f1g[ S
for alle g 2 list
dofor allss2 S
do if gs6dist
then voeggstoe aanlist

OO, WNPR

return list

De aangepaste implementatie (lesmagmal.3.2engapl.3.2) in MAGMA en GAP
wordt, met initialisatie van een voorbeeld groefs:

G<a,b>:=PermutationGroup<6|(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2 )>;

gens := Generators(G);
elements:={ld(G)} join gens;
orde:=#elements;

repeat
vorigeorde := orde;

for x in elements do
for y in gens do
prod = x*;

if not (prod in elements) then
elements:=Include(elements,prod);
end if;

end for;
end for;

orde := #elements;
until vorigeorde eq orde;
#elements;

G := Group([(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2)]);
gens := GeneratorsOfGroup(G);
elements := Union([One(G)],gens);
orde := Length(elements);
repeat

vorigeorde := orde;

for x in elements do

for y in gens do



prod := Xx*y;
if not (prod in elements) then
Add(elements,prod);
fi;
od;
od;
orde := Length(elements);
until (vorigeorde=orde);
Length(elements);

Ga zelf na dat deze schijnbaar eenvoudige aanpassing reeels €igni cante versnel-
ling van de uitvoering teweegbrengt. We zien dus duidelijkat het gebruik van de
structurele kennis de algoritmen kan verbeteren.

1.3 Het algoritme van Dimino

In algoritme 2 werden de elementen van een groep gevonderg geschreven werden als
een product vanm factoren. In feite is er een inductie op de lengte van het pradt
Si, Si, ::: Si,. Inplaats daarvan kunnen we ook, op inductieve wijze, alldeamenten
gaan opbouwen die gevormd worden door het product van een tanvast gekozen
generatoren. Wanneer we al deze elementen bepaald hebbem degen we de volgende
generator toe. Op deze wijze maken we gebruik van de deelgree van de groepG.
Voorts kunnen we dan ook de nevenklassen in beschouwing neme

denieren S = fs;;sy;:::;50, en H; := hS;i de deelgroep voortgebracht doos;.
We denierenSy := ; en Hg als de triviale groep. De inductieve stap in het nieuwe
algoritme, dat het algoritme van Dimino heet, is het bepalen van de elementen van
H; als de elementen varH; ; gegeven zijn. In principe kunnen we algoritme 2 reeds
aanpassen, door tijdens deze inductieve stap alleen protkrc van de vormg s te
beschouwen met ofwelj 2 H; ; ens=s; ofwelg62H; ; ens 2 S;. Nog steeds hebben
we dan echter geen gebruik gemaakt van de volgende feitenrowevenklassen:

(e) De nevenklassen van een deelgroep partitioneren de groe

(f) Alle nevenklassen bevatten evenveel elementen als dedmep. Alle elementen van
een nevenklasse vinden we door de elementen van de deelgtegprmenigvuldigen
met de nevenklasserepresentant.

TijJdens de inductieve stap (vanH; ; naar H;) kunnen we dus alle elementen van de
nevenklasseH; ;g toevoegen aan de lijst van zodra we een elemantvinden dat nog
niet in de lijst zat, zodat we, bij het vinden van een nieuw etaent onmiddellijk jH; 1j
elementen kunnen toevoegen. Anderzijds zal dit niet noodadijk een zeer grote ver-
betering inhouden. We moeten immers nog steeds veel proderctvan de vormg s
onderzoeken om een nieuw element te vinden, dus in feite hebimiet noodzakelijk het
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zoekwerk verminderd. Indien we zeker willen zijn dat het ta®egen van een hele ne-
venklasse nuttig wordt, dan moeten we in feite een e @nte manier vinden om nieuwe
nevenklasserepresentanten te vinden en het volgende lemstalt ons daartoe in staat.

Lemma 1.3.1. Stel datH een deelgroep is vak. Stel datHg een nevenklasse is van
H in G en stel dats 2 G. Dan behoren alle elementen va(Hg)s tot de nevenklasse
van H met nevenklasserepresentags.

Bewijs. bewijs als oefening

Het onmiddellijk gevolg van dit lemma is dat we nevenklasspeesentanten vanH; ;
kunnen vinden door producten van de vorng s te beschouwen meg) een eerder gevonden
nevenklasserepresentant en2 S;. Het is duidelijk dat we dan veel minder producten
zullen moeten berekenen om nieuwe nevenklasserepresestarie vinden. We kunnen
deze inductieve stap omzetten in een algoritme:

Algoritme 1.3: inductieve stap in het algoritme van Dimino

Inductivestep (S, Hi 1)

Invoer : een verzameling generatore8 voor G
een lijst met elementen varH; ;
Uitvoer : een lijst met alle elementen varH;
cosetreps:= fidg
for alle g 2 cosetreps
do for alle generatorens 2 S
doif g s behoort niet tot list
then voegg s toe aancosetreps
voeg alle elementen vahl; (g s) toe aanlist

OO0, WN PR

Om het algoritme volledig op te stellen moeten we enkel nog Basisstap uitvoeren:
bepaal alle elementen van een groep die voortgebracht wand#oor 1 generator (m.a.w.,
bepaal alle elementen van een cyclische groep). Het is diiitedat deze stap in 1 lus
kan uitgevoerd worden. We kunnen nu het volledig algoritmepstellen, dit wordt het
vereenvoudigd algoritme van Dimino genoemd (Algoritme 1)4
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Algoritme 1.4: het vereenvoudigd algoritme van Dimino

Diminosimplified( S)

Uitvoer : een lijst met alle elementen varG
(de eerste stap is de cyclische groé,)

1 orde:=1; elementqd1] ;= id;

2 g=9

3 while not (g=id)

4 do orde:= orde+ 1;

5 elementdorde] ;= g;

6 g-=90 Sy,

(nu start de behandeling van de volgende, inductieve stappe n.)

7 fori:=2tot

8 doif not s; 2 elements

9 then (de volgende generator zou overbodig kunnen zijn)
10 vorige_orde:= orde (i.e. jH; 1))

(de eerste nevenklasserepresentant is zeker s;, voeg meteen de nevenklasse toe)
11 orde:= orde+1;
12 elementdorde] ;= s;;
13 for j ;=2 to vorige_orde
14 do orde:= orde+ 1;
15 elementqorde] := elementqj] sj;
(houd de positie van de nevenklasserepresentant bij)
16 rep_pos:= vorige orde+ 1;
17 repeat for alles2 S
18 do elt := elementdrep_pog s;
19 if not elt 2 elements
20 then (voeg nevenklasse toe)
21 orde:= orde+ 1;
22 elementdorde] := elt;
23 for j :=2 to vorige_orde
24 do orde:= orde+ 1;
25 elementdorde] := elementdj] elt;
(houd de positie van de volgende nevenklasserepresentant b ij)

26 rep_pos:= rep_pos+ vorige_orde;
27 until rep_pos > orde;

We geven de implementatie van dit algoritme in MAGMA en GAP (les: magmal.3
engapl.3) en de bijhorende sessies (lesmagmal.3.iengapl.3.i ) waarin het algorit-
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me wordt uitgevoerd. Bemerk hoe we
(load en Read.
De implementatie in MAGMA:

t:=Ngens(G);
orde:=1;
elements:=[Id(G)];
g:=G.1;

while not (g eq Id(G)) do
orde:=orde+1;
elements[orde]:=g;
9:=g*G.1;

end while;

for i:=2 to t do
if Position(elements,G.i) eq O then
vorigeorde:=orde;
orde:=orde+1;
elements[orde]:=G.i;

for j:=2 to vorigeorde do
orde:=orde+1;
elements[orde]:=elements[j]*G.i;

end for;

rep_pos:=vorigeorde+1;

repeat

for s:=1 to i do
elt:=elements[rep_pos]*G.s;

if Position(elements,elt) eq O then
orde:=orde+1;
elements[orde]:=elt;
for j:=2 to vorigeorde do
orde:=orde+1;
elements[orde]:=elementslj]*elt;
end for;
end if;
end for;
rep_pos:=rep_pos+vorigeorde;
until rep_pos gt orde;

end if;
end for;

Magma V2.11-13 Tue Sep 27 2005 19:37:01 on Computer-va [Seed=

Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.
> G<a,b>:=PermutationGroup<6|(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6, 2)>;
> |oad "magmal.3";

Loading "magmal.3"

> #elements;

720

> elements[1];

1d(G)

> elements|[2];

1, 2,3, 4,5, 6)

> elements[720];

1 52 4

> quit;

Total time: 0.899 seconds, Total memory usage: 12.98MB

zowel in MAGMA als GAP lekunnen inlezen

1295486258]

De implementatie in GAP (met weglating van de \GAP4" header anaf nu:

orde = 1;

elementen := [One(G)];

gens := GeneratorsOfGroup(G);
g = gens[1];
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while not g = One(G) do
orde := orde + 1;
elementen[orde] = g;
g = g*gens[l];

od;

for i in [2..Length(gens)] do
if not gens[i] in elementen then
vorde := orde;
orde := orde + 1;
elementen[orde] := gensi];

for j in [2..vorde] do

orde := orde + 1;

elementen[orde] := elementenljJ*gens][i];
od;

pos := vorde + 1;
repeat

for j in [1.i] do
elt := elementen[pos] * gens[j];

if not elt in elementen then
orde := orde + 1;
elementen[orde] = elt;

for k in [2..vorde] do

orde := orde + 1;

elementen[orde] := elementen[k]*elt;
od;

fi;
od;
pos := pos + vorde;

until pos > orde;

od;

Information at:  http://www.gap-system.org
Try '?help' for help. See also ‘'?copyright' and '?authors’

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> G := Group([(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2)]);

Group([ (1,2,3,4,5,6), (2,3,4,5,6) 1)

gap> Read("gapl.3");

gap> time;

9

gap> Length(elementen);

720

gap> elementen[1];

0

gap> elementen[2];

(1,2,3,4,5,6)

gap> elementen[720];

(L5)24)

gap> quit;

Het volledig algoritme van Dimino
Stel dat H 6 G een normaaldeler is varG. Als G = HMH;gi, dan worden de neven-
natuurlijk getal waarvoor g"*' 2 H. Hierdoor kan het vereenvoudigd algoritme van
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Dimino aangepast worden, we hebben nog meer informatie onemve nevenklassere-
presentanten te bepalen. Anderzijds moeten we, in elke inclieve stap testen ofH; ;
een normaaldeler is varH;. Dit leidt dan weer tot extra berekeningen. Een vergelijken
de analyse tussen het vereenvoudigd algoritme en het volig@lgoritme kan men vinden
in [1].

1.4 Toepassing:. eenvoudige zoekalgoritmen voor Klei-
ne groepen

In deze paragraaf geven we enkele eenvoudige algoritmen dementen of deelgroepen
van kleine groepen te zoeken. Vaak worden er in de computatele groepentheorie
algoritmen ontworpen om op zoek te gaan naar elementen vamagoep die een bepaalde
eigenschap hebben. Een triviale manier om dit te doen is aldementen van de groep
overlopen en die elementen opslaan in een lijst die aan eeg@en eigenschap voldoen.
We kunnen ons echter vragen stellen bij de e @ntie van deze aanpak. Toch geven we
hiervan een illustratie. We zullen nadien enkele voorbead geven toegepast op kleine
groepen. Uiteindelijk besluiten deze voorbeelden op hetémdend hoofdstuk, waarin we
aantonen dat minimale abstracte kennis ons reeds in staae#talgoritmen te ontwerpen.

Gegeven een groefs, dan willen we een element (en uitgebreider: alle elemenjen
vinden dat aan een gegeven eigensch&pvoldoet. Indien een elemeng 2 G aan die
eigenschap voldoet, dan noteren we dat mét(g). We gaan ervan uit dat we in staat
zijn om te controleren ofg aan P voldoet. We beschrijven een algoritme dat 1 element
van een groep vindt dat een aan een speci eke eigenschap eet

Algoritme 1.5: zoeken in een lijst naar 1 element

Searchl (list;P)

Invoer : een lijst die alle elementen van een grodp bevat, een eigenschap
Uitvoer : een elemenig 2 G waarvoor P(g)

1 for alle elementeng 2 list

2 doif P(g)

3 then return g

Een eenvoudig voorbeeld illustreert het gebruik van Algdme 1.5. Stel datG een
groep is erh 2 G een willekeurig element. We zeggen dat een elemg® G het element
h centraliseertals en slechts alggh = hg. De verzameling van alle elementeg 2 G die
een gegeven elemeflit centraliseren vormt een deelgroep va@, genoteerd metC;, (G).
We noemen deze deelgroep @entralisator van h in G. Het volgende voorbeeld is een
eenvoudige illustratie van algoritme 5 in GAP (le: gapl.4.1.i ). Merk wel op dat we
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de elementen van de cyclische groep voortgebracht door hétreent h zelf, uitsluiten.
Dit is in principe ook een slechte aanpak, want het is mogelidat de centralisator van
een elementh net deze groep zelf is.

Information at: http://www.gap-system.org
Try “?help' for help. See also “?copyright and “?authors’

Loading the library. Please be patient, this may take a while
GAP4, Version: 4.3fix3 of September 12, 2002, i686-pc-linu X-gnu-gcc

Components: small, small2, small3, small4, small5, small6 , small7,
small8, id2, id3, id4, id5, id6, trans, prim loaded.
Packages: tomlib, ctbllib loaded.

gap> G := Group([(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2)]);
Group([ (1,2,3,4,5,6), (2,3,4,5,6) 1)
gap> h = (1,2,5,3);
(1,2,5,3)
gap> h in G;
true
gap> H := Group([h]);
Group([ (1,2,5,3) 1)
gap> list := Difference(List(G),List(H));;
gap> found := false;
false
gap> i = 1;
1
gap> while not found and i < Length(list) do
g = list[i];
if g*h = h*g then
found := true;

od;

gap> found;
true

gap> g;
(4,6)

gap> g*h;
(1,2,5,3)(4,6)
gap> h*g;
(1,2,5,3)(4,6)
gap> quit;

We kunnen het zoeken van een element dat aan een bepaalde regeap voldoet
ook andersom bekijken. Bij de start van de zoektocht zijn @l elementen vanG een
potentiele oplossing. Indien een element niet voldoet, dan wordtthgt de (lange) lijst
verwijderd. Indien we een element vinden, dan wordt de lus gfept en het element
teruggegeven, zoals in algoritme 1. Deze redenering vettazich onmiddellijk in het

volgende algoritme:

Algoritme 1.6: het verwijderen van elementen die niet voldm

Search2 (list;P)

Invoer : een lijst die alle elementen van een gro&p bevat, een eigenschap
Uitvoer : een elementy 2 G waarvoor P (Q)

1 = G;

2 while 6 ;

3 do g := Random()

4 if P(g)

5 then return g

6 else = nfgg
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In deze vorm is er weinig verschil tussen Algoritme 1.6 en Algtme 1.5. Het wordt
echter interessant als we, bij het vinden van een element datet aan de eigenschap
voldoet, meerdere elementen tegelijk uit de lijst kunnen wijderen, zodat het testen
van de eigenschap voor al deze elementen vermeden kan wordBit zal enkel winst
opleveren als we uit het vinden van een element dat niet aan @genschap voldoet
\gemakkelijk" andere elementen kunnen vinden die niet votien. Gemakkelijk is hierbij
relatief ten opzichte van het testen van de eigenschap vodementen. Dit zal natuurlijk
het gemakkelijkst gaan als we uit het niet voldoen van een etent g aan eigenscha,
zonder globale kennis varG, de elementenDp := fg2 Gk P(g)g kunnen bepalen.
We illustreren dit aan de hand van een voorbeeld. We beschoenvnog steeds het
voorbeeld van de centralisator van een elemeht2 G. Stel datg 2 G het elementh niet
centraliseert, dusP (g) geldt niet. Dan kunnen we eenvoudig inzien daP (g 1), P(hg),
P(gh), P(h™g) en P(gh™) (voor alle m 2 N) en P(h™ g h"), voor allen;m 2 N niet
gelden. Er is echter geen eenvoudige manier om na te gaaPR ¢f) geldt, waarbij y™ = g,
voor een bepaalden 2 N. We kunnen in dit voorbeeld voorD(g) de nevenklasséhig
nemen. Het algoritme wordt dan:

Algoritme 1.7: het verwijderen van nevenklassen die niet \nen

Search3 (list;h)

Invoer : een lijst die alle elementen van een grodp bevat, een elemenh 2 G
Uitvoer : een elementg 2 G dat h centraliseert.

= Gnhi;
while 6 ;
do g:= Random()
if P(g)

then return g
else Dp(Q) := hhig;
= nDp(9);

~NOoO ok WN PR

Tenslotte kunnen we een algoritme ontwerpen dat oralle elementen die aan een
gegeven eigenschap voldoen, teruggeeft. Ook hier zien wé, dés de verzameling van
die elementen een deelgroep is, de eemtie van het algoritme verhoogt. Alle elementen
die commuteren met een gegeven elemenwormen een deelgroep (de centralisator van
z). Indien we een elemeng vinden dat commuteert metz, dan kunnen we meteergi
toevoegen aan de verzameling van oplossingen, of, nog betee kunnen de bestaan-
de deelgroepH van oplossingen vervangen dodH; gi. Deze redenering vertaalt zich
onmiddellijk:
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Algoritme 1.8: alle elementen die aan een eigenschap voldoe

Search4 (list;h)

Invoer : een lijst die alle elementen van een groép bevat, een elemenh 2 G

Uitvoer : De groepCy(G).

1 H:=fidg;

2 = GnH;

3 while 6 ;

4 do g := Random()

5 if P(g)

6 then H = MH;qi;

7 =  nH;

8 else Dp(Q) := hhig;
9 = nDp(9);

10 return H;

We geven een implementatie in GAP van een functigentralizer

:= Group([(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2)));
= (1,2,5,3);

centralizer := function(G,h)
local gamma,H,gens,dpg,cyclic,g;
H := Group([0]);
cyclic := Group([h]);
gamma := Difference(List(G),List(H));;
while Length(gamma) > 0 do
g = Random(gamma);
if g*h = h*g then
gens := ShallowCopy(GeneratorsOfGroup(H));
Add(gens,g);
H := Group(gens);
gamma := Difference(List(G),List(H));;
else
dpg = RightCoset(cyclic,g);
gamma := Difference(gamma,dpg);
fi;
od;
return H;
end;

We testen de implementatie: (le: gapl.4.2.i ).

Information at:  http://www.gap-system.org
Try '?help' for help. See also ‘'?copyright' and '?authors’

Loading the library. Please be patient, this may take a while

GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc

Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> G := Group([(2,3,4,5,6,1),(3,4,5,6,2)]);

Group([ (1,2,3,4,5,6), (2,3,4,5,6) 1)

gap> h = (1,2,5,3);

(1,2,53)

gap> Read("gapl.4.2");

gap> Cgh := centralizer(G,h);

Group([ (), (1,253), (1,5)(2.3)(4.6) )

18

: (le: gapl.4.2).



gap> C := Centralizer(G,h);
Group([ (1,2,5,3), (4.6) 1)
gap> C = Cgh;

true

gap> quit;

1.5 Oefeningen

1. De nieer enkele groepen in GAP en MAGMA:

de cyclische groep van orde 4.

viergroep van Klein: werkt in op 4 elementen, heeft generatn (1;2)(3;4)
en (1 4)(2; 3).

De automor smegroep van het Petersen graaf: werkt in op 10ezhenten,
heeft generatoren (48)(5; 6)(9; 10), (2,5)(3;4)(7;10)(8;9),
(1;3;5;2,4)(6;8,10,7;9)

De groep PGL(22): werkt in op 7 elementen, heeft generatoren (4)(6; 7),
(1;3,2)(4, 7;5).

Onderzoek ofC, een normaaldeler is van de viergroep van Klein. Onderzoek of
PGL(2;2) enkelvoudig is. Een groep is enkelvoudig als en slechts &iij geen
niet-triviale normaaldelers heetft.

2. Bekijk de les magmal.2.lenmagmal.2.2engapl.2.1 engapl.2.2. Gebruik de
twee algoritmes in de les om alle elementen van een groep terbkenen. Gebruik
de groepen uit de vorige opgave. Gebruik ook als voorbeeldaleernerende groep
A;. Ga na dat het tweede algoritme veel sneller alle elementeplevert dan het
eerste. Gebruik tenslotte het algoritme van Diminanagmal.3n gapl.3.

3. Voer het vereenvoudigd algoritme van Dimino met verscleinde kleine groepen als
voorbeeld uit in MAGMA en GAP. Bekijk de rekentijden.

4. Implementeer algoritme 5 en algoritme 8 in MAGMA. Gebruilhetzelfde voorbeeld
alsin 1.4.
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Hoofdstuk 2

Acties van groepen, Cayleygraaf en
de ni erende relaties van een groep

In dit hoofdstuk beschrijven we een representatie van (kle¢) groepen aan de hand van
grafen. Gebruik makend van deze representatie kunnen we pve@en groep voortgebracht
door een gegeven verzameling van generatoren, de zogenaardd nierende relaties
bepalen.

2.1 De nities

2.1.1 Homomor smen en isomor estellingen

Stel dat G en H twee groepen zijn. Eerhomomor sme (E: homomorphisn) van G
naar H is een afbeelding : G 7' H zo dat (g:0,) = (01 (g) voor alle elementen
O1; 0 2 G. Daaruit volgt onmiddellijk dat een homomor sme 1 afbeeldt oply en
dat (g )= (g) !voor alle elementerg 2 G. Een homomor sme noemen we repectie-
velijk eenmonomor sme (E: monomorphisn), eenepimor sme (E: epimorphisn) of een
isomor sme (E: isomorphism) als, respectievelijk, een injectie, een surjectie of eeijdr-
tie is. Een homomor sme vanG naar G wordt een endomor sme (E: endomorphisn
van G genoemd, een isomor sme vaiis naar G wordt een automor sme (E: auto-
morphism) genoemd. De automor smen vanG, met de samenstelling ervan, vormen
een groep, genoteerd met AuG). Het is duidelijk dat Aut( G) 6 Sym(G) en daarom
noteren we de werking van een element2 Aut( G) op een elemeng 2 G metg . Voor
elk elementk 2 G, is de afbeelding  : G! G, gede nieerd alsg ¥ = k gk, aan
automor sme van G. Een automor sme van dit type wordt eeninwendig automor sme
(E: inner automorphisnm) genoemd. De verzameling van alle inwendige automor smen
vormt een normaaldeler van AutG) en wordt genoteerd met InnG). Een automor sme
dat niet inwendig is, wordt uitwendig (E: outer) genoemd. De groep van uitwendige
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automor smen is bij de nitie de quotientgroep Aut(G)=Inn(G). Twee groepen worden
isomorf (E: isomorphic) genoemd, genoteerds = H, als en slechts als er een isomor-
sme :G! H bestaat. De inverse van een isomor sme is opnieuw een isorsore,
dusG=H | H = G. Isomorfe groepen worden in de meeste omstandigheden als
identiek beschouwd. We spreken bijvoorbeeld ovele cyclische groep van orda, of de
oneindige cyclische groep. Analoog spreken we owk symmetrische groepS, als we
het over de groep Sym() hebben, metj j= n.

Stel dat : G ! H een groepshomomorphisme is. Dern (E: kerne)) van
genoteerd ker(), is gede nieerd als de verzameling elementen va@ die door op
1, afgebeeld worden. Bewijs als oefening dat kej)(een normaaldeler is varG. We
vermelden nu drie isomor estellingen, waarvan de eerstesalle belangrijkste beschouwd
wordt.

Stelling 2.1.1. Steldat :G! H een groepshomomor sme is met kerd . Dan geldt:
G=K = im( ). Er bestaat dus een isomorsme :G=K! im( ): (Kg)= (g) voor
alle elementerg 2 G

Stelling 2.1.2. Beschouw een willekeurige groép en stel datKk E G enH 6 G. Dan
isH\ KEH enH=H\ K)=HK=K.

Stelling 2.1.3. Beschouw een willekeurige grogp, stel datKk H GenH E G en
K E G. Dan geldt: (G=K)=(H=K) = G=H.

Veronderstel nu dat ¢ een inwendig automor sme var( is, zoals hoger gede nieerd.
Beschouw de afbeelding : G! Aut(G): (g) 7! 4 Danis een homomor sme van
G naar Aut(G) en ker( ) = fk 2 Gjk gk = g;8g 2 Gg, een verzameling die ook wel
het centrum (E: centre) van de groepG genoemd wordt, genoteerd alg (G)!. Door de
eerste isomor estelling kunnen we besluiten daB=Z(G) = Inn(G).

Stel dat G en M twee groepen zijn, en dat er een homomor sme: G! Aut(M)
bestaat. Hetsemidirect produkt(E: semidirect produc} is de verzamelingG M, voor-
zien van de volgende vermenigvuldiging:g{ m)(h; n) := (gh;m (Mn), voor alleg;h2 G
en allem;n 2 M. Deze groep wordt genoteerd mesn M of Gn: M.

2.1.2 Acties van groepen

De nitie 2.1.4. Stel datG een groep is en een verzameling. Eeractie (E: action)
van G op is een homomorsme :G! Sym() .

Als er een actie vanG op bestaat, dan spreken we ook soms van eegpermuta-
tievoorstelling (E: permutation representatior) (G; ). Uit de de nitie volgt dat  (g)
een permutatie is van , en dit voor elk elementg 2 G. We hebben reeds de notatie

1De \z" is afkomstig van het Duitse \Zentrum"
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voor de werking van elementen uit Sym() op elementen uit ingevoerd, en we blijven
die gebruiken. Dus (Q) is een permutatie, en het beeld van 2 onder (g) noteren
we met (9, Wanneer de actie vastligt, kunnen we (9 ook noteren als 9. De actie
van G op is dus een \rechtse" actie. Vanuit theoretisch standpun is dit misschien
ongebruikelijk, omdat functies die op objecten inwerken nastal links van het object
genoteerd worden. Anderzijds komt dit wel overeen met de ae$ uit MAGMA en GAP,
die standaard steeds \rechtse" acties zijn. Omwille van dievereenkomst zullen we onze
notatie behouden. Analoog zullen we de actie van een matrip een vector als een
rechtse actie beschouwen. Een vector is dus steeds geregteeerd als een rijvector, een
actie van een matrix op een vector is dan automatisch een résh actie. Opnieuw komt
dit overeen met de situatie in MAGMA en GAP.

We de nieren dekern (E: kernel) van de actie als de kern van het homomor sme

, m.a.w. de kern van de actie is de verzameling = fg2 Gj 9= ; 8 2 g, ditis

een normaaldeler varG. We noemen de actigetrouw (E: faithful) als en slechts al¥
de triviale groep is. Stel dat er een getrouwe actie is va@ op , er bestaat dus een
homomor sme vanG naar Sym( ), dan de ni eren we degraad van de permutatievoor-
stelling (E: degree of permutation representatignals j j, in de veronderstelling dat
een eindige verzameling is.

We geven nu een aantal voorbeelden.

Voorbeeld 1

Beschouw een willekeurige groe@, en stel dat de verzameling van elementen van de
groep G is. Voor een element 2 deni eren we 9 := g voor alleg 2 G. Deze
actie is getrouw en wordt derechts reguliere actie(E: right regular action) genoemd.
Dit principe kan veralgemeend worden als volgt. Stel daH 6 G een willekeurige
deegroep is varG. Stel dat de verzameling is van de rechtse nevenklassen vt in
G. We de nieren opnieuw, voor een willekeurige 2 , 9:= g voor alleg2 G. Een
dergelijke actie noemen we eemevenklasse acti€E: coset actior). De rechts reguliere
actie correspondeert dan met de triviale deelgroep vda.

De rechts reguliere actie is nauw verwant met het zogenaam@ayleygraafvan een
groep.

De nitie 2.1.5. Stel datG een groep is die voortgebracht wordt door een verzameling
van generatorenX . Het Cayleygraaf(E: Cayley graph x (G) is een gericht gelabelled
graaf met als toppenverzameliny de verzameling van alle elementen vaa. Twee
elementeng; h2 V vormen een gerichte boofy; h], met labelx, genoteerd[g; h]x als en
slechts als er een element 2 X bestaat waarvoorgx = h. Aldus is een verzameling
van bogen eenduidig bepaald aan de hand van de verzamelimggesmeratorenX . Het

is gebruikelijk om, als[g; hlx een boog van x (G) is, deze te identi ceren met de boog

[h; glx :.
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2.1.3 Banen en stabilisatoren

Stel dat de groepG werkt op een verzameling . We de nieren een relatie op
als volgt: als en slechts als er een elemegt2 G bestaat zodat 9 = . Het
is eenvoudig om in te zien dat een equivalentierelatie is. De equivalentieklassen van
noemen we debanen(E: orbits) van G op . In het bijzonder is de baan van een
element 2 de verzameling f 9g2 Gg. We noteren deze baan met ©.
De stabilisator (E: stabilizer) van in G, genoteerdG of Stabs( ) is de verzameling
fg2 Gj 9= . Bewijs als oefening dats een deelgroep vai® is.

Voorbeeld 2

Beschouw de rechtse nevenklasse actie v@nop een deelgroepi 6 G. Het is duidelijk
dat er maareen baan is voor deze actie. De stabilisator vade nevenklasséHg is de
deelgroepg 'Hg, en de kern van de actie is gelijk aan de groépy,cg *Hg. Deze
deelgroep is een normaaldeler va@ en wordt dekern (E: core) van H in G genoemd,
genoteerd metHg en is de grootste normaaldeler vafs bevat in H.

Stelling 2.1.6. (orbit-stabilizer stelling) Stel dat de eindige groefis werkt op de ver-
zameling , en stel dat 2 . Dan geldtjGj=j SjiG ].
Bewijs. Stel 2 ©, m.a.w., er bestaat eey2 G, zodat = 9. Stel datg’2 G en
= waaruitgy 12 G . Dusg’2 G g en hieruit volgt dat de elementeng®2 G
waarvoor ¢’ = juist de elementen vanG g zijn. We weten datjG gj = jG j, dus
voor elke 2 © zijn er juist jG j elementeng®2 G waarvoor 9= , dusj Gj= J‘GGJJ
Indien we voor alle 2 © juisteen g 2 G kiezen waarvoor 9 = , dan vormt de
verzameling van deze elementey een rechtse transversaal vods .

Kiezen we een elemerg 2 G, dan de nierenwe 4:=f 2 j 9= galsde verza-
meling van elementen van die ge xeerd worden doog. Mogelijks is deze verzameling
ledig! Het volgende lemma is gekend als het \Lemma van Burdg", maar wordt ook
toegeschreven aan Cauchy en Frobenius.

Lemma 2.1.7. Stel dat de eindige gll_cpepB werkt op de verzameling . Dan is het
aantal banen vanG op  gelijk aanJGJ w2cl d-

We eindigen deze paragraaf met de volgende de nities.
De nitie 2.1.8.  Stel dat de groepgs werkt op de verzamling en stel dat
(i) De stabilisator (E: setwise stabilizey wordt gede nieerd als de verzamelinfg 2
Gj 92 ;8 2 gvan in G noteren we metG .
(i) De xator (E: pointwise stabilize) wordt gede nieerd als de verzamelingg 2
Gj 9= ;8 2 gvan in G noteren we metG(, .
Het is eenvoudig in te zien daG(y 6 G 6 G.

24



2.1.4 Toevoeging, normalisator en centralisator

De actie van een groepG op zichzelf gede nieerd als 9 = g g, voorg 2 G en

2 = G wordt toevoeging(E: conjugation) genoemd. De banen van deze actie
worden detoevoegingsklasse(t: conjugacy classgsszan G genoemd. Twee elementen in
de zelfde toevoegingsklasse wordeegevoegdE: conjugate genoemd. Twee elementen
g;h2 G zijn dus toegevoegd als en slechts als er e G bestaat waarvoorh = f 1gf.
We noteren de baan varg onder deze actie met G(g), dit is dus de toevoeginsklasse
die g bevat. Omdatf 1gf het beeld is vang onder het inwendig automor sme vanG
bepaald doorf , hebben de elementen uit een toevoegingsklasse dezelfake.or

Kies een elementy 2 G. De stabilisator G4, met betrekking tot de toevoeging,
bestaat uit elementenf 2 G waarvoorg’ = g, wat gelijkwaardig is metfg = gf. Dus
Gy is de verzameling van elementeh 2 G die commuteren metg. Deze verzameling
wordt de centralisator (E: centralizer) van g in G genoemd, genoteerd alSs(g). Passen
we de orbit-stabilizer stelling toe dan vinden wgClI(g)j = IS _ voor alle g2 G. De

TR
kern van de toevoeging als actie is het centrud (G). et

Stellen we = fHjH 6 Gg dan kunnen we de de nitie van toevoeging uitbreiden:
HY := g Hg voor alleg 2 G en alleH 2 . Deelgroepen van G die tot de dezelfde
baan behoren wordertoegevoegde deelgroep€B: conjugate subgroupsgenoemd. De
stabilisator van een deelgroepd 6 G is de deelgroepfg 2 Gjg *Hg = Hg. Deze
deelgroep wordt denormalisator (E: normalizer) van H in G genoemd en genoteerd
Ng(H). Het is duidelijk dat Ng(H) E G. Door Stelling 2.1.6 (orbit-stabilizer stelling)
is het aantal toegevoegde deelgroepen vahin G gelijk aan G : Ng(H)j.

Tenslotte de nieren we de centralisator van een deelgroép 6 G als de deelgroep
fg 2 Gjgh = hgg en noteren we deze groep alSg(H). Het is duidelijk dat Cg(G) =
Z(G).

2.1.5 Transitiviteit en primitiviteit

Een actie van een groefs op een verzameling wordt transitief (E: transitive) ge-
noemd als er juisteen baan is onder deze actie. Bijgevolg ide de nite gelijkwaardig
met het bestaan van minstenseen elemeng 2 G, zodat 9 = , voor elke twee wille-
keurig gekozen elementery 2 . Een actie niet niet transitief is wordt intransitief
(E: intransitive) genoemd. Een actie wordin-voudig transitief (E: n-fold transitive)
genoemd (ook weh-transitief), voor eenn > 0,n 2 N enj j > n, als voor elke twee

geordende n-tupels ( 1;:::; n)en( q;:::; ) er minstenseen g 2 G bestaat zodat
Lo =( i on)
1 1 n 1 y n
Beschouw als voorbeeld de groepen Sym() en Alt(),j j = n, dewelkel-transitief
(3 | n), respectieveliik { 2)-transitief (3 | n) zijn.

Beschouw nu terug de rechtse nevenklasse actie van een giGee volgende stelling
toont aan dat alle transitieve acties gelijkwaardig zijn mede rechtse nevenklasse actie
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voor een bepaalde deelgrodp 6 G. Bewijs deze stelling als oefening.

Stelling 2.1.9. (i) Beschouw een willekeurige deelgrodih van een groepG, en no-
teer met  de actie vanG op de rechtse nevenklassen v&h in G door rechtse
vermenigvuldiging. Dan is y transitief.

(i) Steldat :G! Sym() een willekeurige transitieve actie vais op is en kies
2 . Danis gelikwaardig met 4, metH = G .

(i) Stel Hy;H, 6 G, dan zijn y, en 4, gelijkwaardig als en slechts alsl; en H;
toegevoegd zijn inG.

Stel dat G transitief werkt op . We zeggen dat G regulier (E: regular) werkt op
alsG = flg vooreen (en bijgevolg voor alle) 2 .

De rechts reguliere actie varc op zichzelf uit Voorbeeld 1 is inderdaad regulier
volgens bovenstaande de nitie. Daarenboven volgt uit de bit-stabilizer stelling dat,
voor een eindige groefs, die regulier werkt op , jGj =] .

Stel nu dat G op werkt. Een niet ledige deelverzameling wordt een blok
(E: block genoemd onder de actie als voor alle elementgn2 G geldt dat 9 =
of 9\ = ;. Een blok wordt niet-triviaal genoemd alsj j > 1 en 6 . Het

is duidelijk dat de banen van een actie blokken zijn volgensede de nitie. Het wordt

echter interessanter om blokken te zoeken wanneer de actiartsitief is. Een transitieve
actie van een groefis op een verzameling wordt primitief (E: primitive) genoemd als
er geen niet-triviale blokken zijn onder de actie. Een actidie niet primitief is wordt

imprimitief (E: imprimitve) genoemd.

Als een blok is onder de actie dan vormen de verschillende veamelingen 9 een
partitie van . De verzameling van deze beelden wordt eebloksysteenfE: block system
genoemd. Een transitieve actie is dus primitief als en sldashals ze geen niet-triviale
partitie van invariant laat. Het is duidelijk dat j j = 9}, dus alsj | priem is, dan
is een transitieve actie varc op primitief.

We eindigen deze paragraaf met de de nitie van het wreath pdukt. Stel dat G een
groep is en datP 6 Sym(n). Het wreath produkt(E: wreath produc) van P met G,
genoteerdG oP, is gede nieerd als het semidirect produkP n. G", waarbij ' : P!
Aut(G") een element uitP op de natuurlijke manier laat werken op den componenten
van het cartesisch produktG". Ga na dat' volgens deze de nitie een homomor sme is
van P ! G" en bewijs als oefening daG" E G oP.

Veronderstel dat de disjuncte unie is van de verzamelingen i;:::; ., waarbij
elke | elementen bevat. Het is nu duidelijk dat de groefs = Sym(l) oSym(m) deze
partitie van invariant laat. Het is ook duidelijk dat H = Sym(l)™ elke ; stabilizeert.
Tenslotte geldt dat G=H = Sym(m).
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2.1.6 Vrije groepen

We de nieren in deze paragraaf de zogenaamde vrije groepen. Stel Baken groep
is. We noemenF een vrije groep (E: free group over de verzamelingX F als
voor elke groepG en elke afbeelding : X ! G, er een uniek groepshomomor sme
O:F 1 G, met Y{x)= (x) voor allex 2 X. Het volgt uit de de nitie dat elke groep
G, voortgebracht door een verzamelin , het epimorfe beeld is van een vrije groep over
X . Daaruit volgt dat G isomorf is met een quognt van een vrije groep oveiX. De
kardinaliteit van X wordt de rang (E: rank) van de vrije groepF over X genoemd.

We bewijzen het bestaan van de vrije groep over een verzamgliX als volgt. Be-
schouw een willekeurige verzameling . De nieer X ! := f(x; 1)jx 2 Xg. Noteer
een element uitX 'alsx 1. Voory = x 12 X ! denieren wey ! := x. De nieer
Ay = X[ X 1

Voor een willekeurige verzameling de ni eren weA als de verzameling vanvoorden
X1X2::: X, Xi 2 A. Het getal r is de lengte van het woord. We noteren de lengte
van 2 A metj j. We noteren hetledig woordals , (of als als A duidelijk is).
Een deelwoordvan een woordw = X;Xz:::X; is elk woord van de vormx;Xj.1 :::X;,

1 i r. Alsi =1 (respectievelijk j = r), dan wordt het deelwoord eerpre x
(respectievelijksu x ) genoemd. Het ledige woord wordt een pre x genoemd.

Beschouw nu een verzameling en beschouvwA := Ay . Noem twee woorderv;w 2
A direct equivalentalse=n woord uit het andere kan bekomen worden door invoegy
of verwijdering van een deelwoorckx !, x 2 A. Stel bijvoorbeeld X = fx;yg, dan
is xxx 1y direct equivalent metxy. Twee woordenv;w 2 A zijn equivalentals er
een rij bestaatv = vo; vy, vy = W, F 0, zodatv; env;,; direct equivalent zijn.
Noteer de bekomen equivalentierelatie op met . De equivalentieklasse van een
woord w noteren we met yv]. Noteer met Fx de verzameling van equivalentieklassen
van . Hetis duidelijk dat vy w; env, w, impliceert dat v;v,  w;w,. Daarmee
kunnen we [i;][u,] := [uiu,] de nieren metu,u, de aaneenschakeling van de woorden
u; en u,. Aangezien deze aaneenschakeling associatief is, is dea@ngnigvuldiging
eveneens associatief. Verder is| [het eenheidselement erx|x :::x;] vermenigvuldigd
met [x, 1x, 1, :::x, 1] is gelijk aan []. We besluiten datFx een groep is. Men bewijst:

Stelling 2.1.10. Voor een willekeurige verzamelingk is Fx een vrije groep over de
verzameling[X] := f[x]jx 2 X g, en de afbeelding 7! [x] is een bijectie vanX naar
[X].

We vermelden enkele basisresultaten:
Stelling 2.1.11. (i) Twee vrije groepen over eenzelfde verzameliig zijn isomorf.

(ii) Vrije groepen over twee verzamelingerX; en X, zijn isomorf als en slechts als
JX4j = X3,
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Elke verzamelingX geeft dus aanleiding tot een vrije groefp over de verzameling
[X]. We zullen deze groep nu beschouwen als de vrije groep o¥er Dat wil zeggen
dat we X met [X] identi ceren. We zullen een element ook als/ noteren en niet als
[w]. Om alle dubbelzinnigheden uit te sluiten noteren wav; =g w, voor de gelijkheid
[wi] = [w;]. Met w; = w, bedoelen we nog steeds de gelijkheid in de verzamelixig

Een woord uit A wordt gereduceerdgenoemd als hekx ! niet als deelwoord bevat
voor elkex 2 A. Men bewijst het volgende resultaat.

Stelling 2.1.12. Beschouw een willekeurige verzamelixg. Dan bevat elke equivalen-
tieklasse inFy juisteen gereduceerd woord.

Beschouw weer een willekeurig verzameling en stel A = Ay zoals hierboven gede-
nieerd. Stel dat R een deelverzameling is vaA . We de nieren degroep voorstelling
(E: groep presentation hX jRi := F=N, met N de normale sluiting vanR in F.

Men bewijst het volgende resultaat.

Stelling 2.1.13. Beschouw een verzameling, stel A = Ax en beschouw een deel-
verzamelingR A en stel datG een groep is. Beschouw een willekeurige afbeelding

: X I G. We breiden uit tot een afbeelding : A! G, door (x 1) := (x) 1,
voor allex 2 X. Veronderstel nu dat de afbeelding : X ! G de eigenschap heeft
dat, voor allew = x1X5:::X 2 R, (X1) (X2)::: (X;) = 1. Dan bestaat er een uniek
groepshomor sme %: X jRi! G waarvoor {xN) = (x) voor allex 2 X.

Omgekeerd, als er een groepshomor msé&€: hXjRi! G waarvoor {xN) = (x)
voor allex 2 X, dan noodzakelijk (x1)::: (X;) = 1 voor allew = x;:::X; 2 R.

Beschouw nu de groes = hXjRi = F=N. Een elementvN 2 G noteren we alsv.
De notatev =g u betekent dat de twee elementeni;v 2 A het zelfde element varG
voorstellen.

Stel nu dat een groepG voortgebracht wordt door X . Zoals gebruikelijk noteren
we A = Ax. Een woordw 2 A is eenrelator (E: relator) als en slechts alav =g 1.
Het is duidelijk dat de elementen varR in de groephX jRi relators zijn, deze worden
de ni erende relators(E: de ning relators) genoemd. Alswi;w, 2 A , twee elementen
zijn waarvoor w; =g W,, dan noemen wew; =g W, eenrelatie (E: relation) in G.
Zeggen datw; =g W, een relatie is inG is equivalent met zeggen datv;w, ! een relator
is in G. Tenslotte voeren we een alternatieve notatie in. Steld&® A A . Dan
defenieren wehX jRi := hXjRi met R := fw;w, *k(wi;w,) 2 Rg.

2.2 De ni erende relaties van een groep

We beschouwen nu een grodp voortgebracht door de verzameling van generatored.
Een relatie inG is triviaal als ze gevalueerd kan worden door enkel gebruik te maken van
de groepsaxioma's. Dergelijke relaties gelden natuurlijk elke groep. Het is duidelijk
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Figuur 2.1: de hoekpunten van het vierkant gelabelled

dat een relatie van een groep correspondeert met een lus int Bayleygraaf die begint
(en eindigt) in de knoop die correspondeert met het eenhegdlsment van de groep.

Als voorbeeld gebruiken we de symmetriegroep van het vierkagenoteerdDg. Deze
groep wordt voortbegracht doorfa;lg meta=(1234) enb=(24). De elementen van
Ds zijn (in een geordende lijst): 1;(1234)(13)(24);(1432)(24);(12)(34);(13);(14)(23);].
De toppen van het Cayleygraaf zijn de elementen van de groBg, we geven ze het num-
mer dat ze in de bovenstaande lijst hebben. Wanneer we uit glent g, 2 Dg element
0. 2 Dg bekomen doorg; te vermenigvuldigen met generatos, dan is er een boog van
0; haar g, met als kleur (of label)s. De volgende bogen behoren dus tot het Cayleygraaf
van Dg.

5 » 8

b

Aan de hand van het Cayleygraaf (Figuur 2.2) varDg vinden we onmiddellijk dat

a = 2
b =25
=1
ab=2=o6
a® = 3
ababatl! =4

Uiteraard zijn er oneindig veel woorden die evalueren naaerm gegeven elemerg 2 G.
Om zo een woord te vinden volstaat het nu in het graaf te vertkiken in knoop 1, en
een pad te volgen dat het elemengy bereikt. Het volgen van een boog in tegengestelde
richting (m.a.w. het gebruiken van een inverse van een geaéor) is toeglaten.

Het is duidelijk dat er meerdere paden vanuit 1 naar een gegavelement leiden.
Een spanning treeis een deelgraaf van het Cayleygraafy (G) met de eigenschap dat er
voor elke knoopj juisteen pad bestaat dat vertrekt in 1 en j bevat.
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Figuur 2.2: Cayleygraaf van de groepsg

|

Figuur 2.3: Spanning tree
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Aan de hand van het Cayleygraaf kunnen we nu op zoek gaan naag celaties.
Enkele voorbeelden inDg zijn a*,aa'??,a* I, i enb a b a. Deze relaties zijn
niet onafhankelijk van elkaar. Een verzameling relaties isen verzamelingde ni erende
relatesvoor de groep als elke niet-triviale relatie hieruit kan afgjeid worden.

2.3 De bepaling van de relaties

Beschouw de groefs = Dg is en veronderstel dat x (G) het Cayleygraaf vanG is met
bijhorende spanning treeT. Stel dat e een boog van is. We kunnene identi ceren
met het geordend koppelifj ]. Uit de boog e kunnen we eenvoudig een relati®(e)
aeiden, nl. R(e) = w; s w, ! met w; (respectievelijk w;) het woord uit de spanning
tree dat evalueert naari (respectievelijkj), en s het label van de booce.

Stelling 2.3.1. Stel datG een groep is met bijhorend Cayleygraafy (G) en bijhorende
spanning treeT. De verzameling de nerende relaties vooG wordt gegeven dooR(T) =
fR(e)ke is een boog van maar niet vanTg.

We zullen deze stelling aantonen voddg. We bekomen de volgende lijst van relaties,
gebruikmakend van de spanning tree uit Figuur 222

R(2:8)=aba? bt
R(3:7,)=a ba? bl
R(4;1]) = a® a= a*

R(4;6])=a® bat! b!?
R(5:1) = b b= I

R(6;4,)=b a b a3
R(8:5L)= b a® a b
R(7:3)=b a b a
R(8;2,)=b a® b a

PN

Merk op dat een relatieR(e) ook gede nieerd is alse een boog uit de spanning tree
is. Maar in dat geval ligt de lus volledig in de spanning treerebekomen we een triviale
relatie.

Om de stelling te bewijzen moeten we aantonen dat elke relata eidbaar is uit de
verzamling R(T). Beschouw een willekeurige lus

2We noteren een boog in het Cayleygraaf nog steeds als volgt; j[ s duidt de boog vani naarj aan,
waarbij j uit i bekomen wordt door te vermenigvuldigen mets
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rond het eenheidselement, die correspondeert met de redati

In elke knoop die in deze lus ligt kunnen we een pad uit de spangtree naar het
eenheidselement en terug, invoegen. Elk invoegen van zo @ad is het invoegen van
een triviale relatie. De nieuwe lus is de aaneeschakelingwaan de lusserR([jk 1;]«ls, -
Ofwel behoren deze toR(T) ofwel zijn het triviale relaties. Bijgevolg zijn alle reldies
a eidbaar uit R(T). De grootte vanR(T) is het aantal bogen die niet tot de spanning
tree behoren. We kunnen eenvoudig berekenen d®(T)] = 1+ jGj(jS] 1). De
natuurlijk vraag stelt zich of er een veel kleinere verzamab van relaties bestaat waaruit
we alle relaties uitR(T) kunnen a eiden.

2.4 Het \Colouring" algoritme

Het colouring-algoritme bepaalt een deelverzameling vaR(T) die eveneens een ver-
zameling de nierende relaties is voofG. Het basisprincipe is het kleuren van boges,
waarvoor de relatieR(e) reeds kan afgeleid worden uit de voorhanden zijnde verzaling
relaties. Initieel zijn de bogen van de spanningtree geklelj omdat ze met triviale rela-
ties corresponderen. Telkens als er een nieuwe relatie teagegd wordt aan de (initieel
lege) verzamelingR(T), worden alle afgeleide relates van de deelverzameling beful
en worden de corresponderende bogen gekleurd. Nadien woedteen niet gekleurde
boog gekozen en wordt de corresponderende relatie toegedyen worden opnieuw bo-
gen corresponderend met a eidbare relaties gekleurd. Hetgzes stopt als alle bogen
gekleurd zijn.

De kern van het algoritme is de bepaling van de a eidingen. &tdatr een relatie
is. Dan kunnen we alle relaties van de vormv; r w, ! hieruit bepalen, voor alle
knopeni uit het graaf. Dit is een lus (met padr) rond knoopi. Als deze lus juist
een ongekleurde booge bevat, dan kleuren we deze. De lus kan beschouwd worden
als de samenstelling van gekleurde bogén samen met de ongekleurde boag Alle
gekleurde bogen corresponderen met a eidbare relaties,sdR(e) kan afgeleid worden
uit de relaties corresponderend met de bogen, samen metw; r w. '. Bijgevolg is
R(e) a eidbaar, en mage gekleurd worden.

Om alle a eidingen van de verzamelindR(T) te bepalen, zullen we herhaaldelijk een
relatie traceren rond alle knopen van het graaf, bogen kleem waar mogelijk, totdat
geen bogen meer gekleurd kunnen worden. Dit doen we voor abéaties.
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Algoritme 2.1: de nierende relaties door het Colouring-algoritme

Colourl (S)

Invoer : een verzameling generatoreK voor G, caleygraaf x (G),
Uitvoer : een verzameling de nerende relaties.

1 contrueer een spanning tre& voor x (G);

2 Kkleur de bogen var;

3 R:=;;

4 while er zijn ongekleurde bogen

5 do kies een ongekleurde boog

6 voegR(e) toe aanR;

7 kleur e

8 repeat

9 for alle relatiesr 2 R
10 do for alle knopeni
11 do traceerr rond i;
12 if lus bevat juist 1 ongekleurde boog
13 then Kleur f;
14 until alle bogen zijn gekleurd
15 return R

We illustreren dit algoritme aan de hand van de groeps. Initieel zijn de bogen van
de spanning tree gekleurd.

We kiezen de niet gekleurde boog;[4],. Dit levert de eerste de nierende relatiea’
op. We traceren nua* rond knoop 5, hetgeen de boog[B], kleurt.

We kiezen nu de boog [A],. Dit levert de de ni erende relatiet? op. Traceren van
de relaties rond alle knopen levert geen extra gekleurde l®mgmeer op.

We kiezen de boog [B],. Dat levert de relatea b a 2 b ! op. Deze wordt
toegevoegd aan de verzameling deeiende relaties. ? traceren rond knoop 2 kleurt
[8;2), a b a® Db ?! traceren rond 2 kleurt [37], b? traceren rond knoop 3 kleurt
[7;3, a b a3 b !traceren rond knoop 3 kleurt [46], en tenslotte b? traceren rond
knoop 4 kleurt [6 4],. Alle bogen zijn gekleurd en de verzameling de arende relaties
isfa*;b’;a b a® b lg.

Indien we de spanning tree uit Figuur 2.7 hadden gebruikt, sdehadden we als
verzameling de nierende related a*;*;a b a b g gevonden.
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Figuur 2.4: Initieel gekleurde bogen

Figuur 2.5: Gekleurde bogen na eerste tracering van eerstdatie
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Figuur 2.6: Gekleurde bogen na tweede de erende relatie

Figuur 2.7: Een minimale spanning tree
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2.5 Implementatie en voorbeelden

Een aantal praktische aspecten van Algoritme 2.1 komen dhtg aan het licht tijdens de
implementatie. Zo leiden verschillende keuzes van spangiree tot verschillende relaties.
Daarenboven worden uit de verzameling niet gekleurde bogeen willekeurige boog
gekozen met een random functie. Dit verklaart waarom niet &d dezelfde de nierende
relaties teruggegeven worden. De implementatie is opgenamin de le relaties . In
de volgende interactieve magma sessie illustreren we deuitegen. We de ni eren telkens
een groep, en voeren de implementatie uit met het commanttad relaties

jdebeule@euclides:~ > magma2.8
Magma V2.8-10 Wed Feb 23 2005 14:22:26 on euclides [Seed = 158675269]
Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.
> G := PermutationGroup<4|(1,2,3,4),(2,4)>;
> |oad relaties;
Loading "relaties"
Permutation group G acting on a set of cardinality 4
Order = 8 = 2"3
@, 2, 3, 4)
@ 9
a= (1,2 3, 4)
b= (2 4
Relaties:
a*b*a* bl = IdG)
a* b2 * arl = 1d(G)
b *a*b*ar3 = Id(G)
> |oad relaties;
Loading ‘"relaties"
Permutation group G acting on a set of cardinality 4
Order = 8 = 2"3
1 2 3 9
2 4
a= (1, 2 3,9
b= (29
Relaties:
b2 = Id(G)
at = Id(G)
a*b*a* bl = IdG)

We vinden telkens drie de nerende relaties. We willen ook controleren dat de de-
ni erende relaties wel degelijk de groep bepalen. Daartoe domsren we in MAGMA
een vrije groep, en eisen nadien dat de generatoren aan deaties voldoen. Dit moet
ons een groep opleveren isomorf met de groep waar we van seart

> G := PermutationGroup<6|(1,2,3,4,5,6),(1,5)(2,4)>;
> load relaties;
Loading "relaties"
Permutation group G acting on a set of cardinality 6
Order = 12 = 2"2 * 3
1,2, 3,4,5 6)
L 52 4
a= (1 5@, 9
b= (1,2 3, 4,5 6)
Relaties:
a* b3 *a* b3 = IdG)
a * bM * a1l * bN-2 = 1d(G)
b3 * a * pA-3 * ar1 = Id(G)
> G = Sym(3);
> |oad relaties;
Loading "relaties"
Symmetric group G acting on a set of cardinality 3
Order = 6 =2 *3
1, 2,3
2
a= (1,2 93
b= (1,2
Relaties:
b * ar2 * bM1 * at-1 = 1d(G)
b2 = Id(G)
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> F<x,y> = FreeGroup(2);
> H<x,y>phi = quo<Fly * x"2 * y»-1 * xA-1 = Id(F),y"2 = Id(F)>
> print H;
Finitely presented group H on 2 generators
Relations
y * xA2 * ynl * xAl = Id(H)
yr2 = Id(H)
> Order(H);
6

2.6 Oefeningen

1. De nierende relaties van een groep: de implementatie is enkel diekbaar voor
MAGMA, le: relaties. Start MAGMA op, de nieer en ken hem toe aan de
variabele G. Voer de implementatie uit met het commando “load relatiesEen
aantal kleine groepen:

Dg: werkt in op 4 elementen, heeft generatoren (2; 3;4) en (2 4).
D1,: werkt in op 6 elementen, heeft generatoren {(2; 3; 4; 5; 6) en (1;5)(2; 4).

D,4: werkt in op 12 elementen, heeft generatoren (8; 5; 4), (1;2)(3; 6;5) en
(1;2).

S;3: heeft generatoren (12;3), (1;2). Ga ook na dat de groepers, onmid-
dellijk kunnen opgeroepen worden.

S4: heeft generatoren (12; 3;4) en (1, 2)
S5, Ssensy
As: heeft generatoren (12; 3) en (3 4;5)

De nieer de (kleine) groepen opnieuw aan de hand van de bekemrelaties.
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Hoofdstuk 3

Tralie van deelgroepen

Een volledige beschrijving van een groep bevat bijvoorbeeld alle deelgroepen en hun
onderling verband. De verzameling van alle deelgroepen wbimet de relatie \is een
deelgroep van" een partieel geordende verzameling tadlie. We zullen een algoritme
bespreken dat deze tralie van deelgroepen van oplosbare ggren bepaalt, decyclic
extension method Dit algoritme is toepasbaar op willekeurige groepen, madrepaalt
in dat geval niet alle deelgroepen: de perfecte deelgroepamnen niet geconstrueerd
worden.

3.1 De nities

Beschouw een willekeurige groe®. We de nieren decommutator (E: commutator)
van twee elementeng;h 2 G als [g;h] := g 'h gh. We noteren de deelgroep van
G, voortgebracht door alle commutators [g; h] (voor alle elementeng;h 2 G), met
[G; G]. We noemen de deelgroefisf G] de afgeleide deelgroefE: derived subgroup(of
commutatordeelgroedE: commutator subgroup) van G. We noteren [5; G] ook met G°
of met G. De afgeleide deelgroep vaG® noemen we ddweede normale afgeleid¢E:
second normal derived subgrojpen noteren we metG% G®@ of @ G. Per de nitie
geldt G=[G% GO, of, G =[G V; G V). Een groepG waarvoor G = f1g voor
eenn 2 N noemen weoplosbaar(E: solvable or soluble

De deelgroep varG, voorgebracht door alle commutatorsd; h], metg 2 Genh 2 G°
noteren we met 5; G9 en noemen we deéweede centrale afgeleidéE: second central
derived subgroupvan G. We noteren 0okG? = [G; GY enGI"l = [G; GI" 1]. Een groep
G waarvoor GI"l = f 1g voor eenn 2 N noemen we eemilpotente (E: nilpotent) groep.

Stelling 3.1.1. Een groepG is oplosbaar als er een ketting van deelgroepen van
bestaat:

1=Uy6 U6 :::6 U =G
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met de eigenschap ddt; E U; en dat[U; : U; 1] = p. Als G een oplosbare groep is dan
is elke deelgroepi 6 G een oplosbare groep. Omdat de ind@y; : U, 1] een priemgetal
is wordt U; voorgebracht dootJ; ; en een extra element.

Een groepG is perfect (E: perfec) als en slechts al$c = [G; G]. Aangezien G; G] E
G, is een enkelvoudige groep altijd perfect. Het omgekeerdedchter niet zo, beschouw
bijvoorbeeld de groepSL,(9). Tenslotte vermelden we dat elke perfecte deelgroep van
een groepG bevat is in de unieke maximale perfecte deelgroep véh

3.2 De tralie ingedeeld in lagen

We beschrijven de zogenaamde \cylic extension methode",edop inductieve wijze de
tralie van deelgroepen van een oplosbare gro€pconstueert. We zullen eerst de tralie
van deelgroepen indelen in lagen. Een deelgrogpl G behoort tot laagi als en slechts
als er een deelgroep); ; bestaat die tot laagi 1 behoort en waarvoolJ; ; E U; en
[Ui : U 1] = p, een priemgetal. OmdatU oplosbaar is (als deelgroep van een oplosbare
groep), behoortU tot juist 1 laag, immers, de oplosbaarheid garandeert het bg®an
van een ketting van normaaldelers vatJ en de orde vanU kan op juist 1 manier als
het product van priemgetallen geschreven worden. (waarbgeze priemgetallen niet
noodzakelijk moeten verschillen).

Merk op dat in een tralie elk koppel elementen een kleinste \@ngrens heeft en een
grootste ondergrens. In een tralie van deelgroepen is is deikste bovengrens van het
koppel H; K de deelgroep< H; K > | en de grootste ondergrens de deelgrogp\ K.

We beschouwen als voorbeeld (zie Fig. 3.1) de groBg = fid, (1432), (13)(24),
(1234),(24),(12)(34), (13), (14)(23Y (zie Fig. 2.1 voor de labelling van de hoekpun-
ten van het vierkant). Met een notatie als< 2 > bedoelen we de groep voortgebracht
door het tweede element in de bovenstaande lijst, meat 3;6 > bedoelen we de groep
voortgebracht door het derde en zesde element in de lijst. @ede van elke groep is
rechts genoteerd. Merk op dat al deze ordes, bovenaan beg@ind, telkens het product
zijn van 3;2;1 en 0 priemgetallen, corresponderend met laag231 en O respectievelijk.
Deze priemgetallen zijn in dit geval allemaal hetzelfde. Derde van een deelgroep in
Laagi is het product vani priemgetallen. We de nieren dan ook de lagen van de tralie
aan de hand van de orde van een deelgroep: Laagevat alle deelgroepen waarvoor de
orde het product vani priemgetallen is.

Hiermee kunnen we de inductieve stap in het algoritme besjen. Stel dat we over
laagi 1 van de tralie beschikken. We willen laagconstrueren. De karakterisering van
een deelgroep) in laag i kunnen we als volgt samenvattenlU = U; behoort tot laagi
als en slechts als er een groaf) ; uitlaagi 1 en een elemeny 2 G bestaat zodat:

1U =<Uj ;0>
2U 1 E Y
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Laag 3

Laag 2

Laag 1

Laag O

G
< 35> <2> < 36>

5> <3

<id>

< 7> < > < 6> < 8>

Figuur 3.1: Tralie van deelgroepen vamsg
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3 deindex U : Uy 1] = p;, een priemgetal

We gaan dus op zoek naar een elemegt2 G nU; ;, dat U; normaliseert en waarvoor
gpi 2 Uil

Als we laagi 1 volledig geconstrueerd hebben, dan beschouwen we elkdgieep
U; 1 uit die laag, we zoeken elementeg 2 U; ; die aan bovenstaande voorwaarden
voldoen, en we voegen de groepU; ;g > toe aan laagi, op voorwaarde dat die groep
nog niet gekend was. Dit geeft aanleiding tot het volgendegaritme

Algoritme 3.1: tralie van deelgroepen: inductieve stap (1)

Latticelnductive (G,list Jaag 1)

Invoer : oplosbare groeps, list: lijst met alle elementen vanG
laagi 1 uit de tralie van deelgroepen.
Uitvoer : laagi uit de tralie van deelgroepen.
1 for alle deelgroepery; ; uitlaagi 1
2 do for alle elementeng 2 G
3 doif g6y, ;andU? ;= U, ;
4 then if <U; ;g > is een nieuwe deelgroep
5 then voeg< U; ;;g > toe aan laagi;

3.3 Testen wanneer een groep nieuw is

Om te controleren datW :=< U; ;;9 > reeds tot laagi behoort, is het nodig en
voldoende te controleren datJ; ; W en datg 2 W. Deze controle kan gebeuren
zonder dat alle elementen var U; 1;g > gegenereert worden.
Als<U; 1;g > nieuwis, danwetenwedatl = U, 1[ U, 1 9[ U 1 ¢’ :::U 0P L
Het aantal testen om te zien of deelgroepen nieuw zijn, kanrmeinderd worden door
nooit elementeng te testen die geen nieuwe deelgroepen opleveren. Hiervoonhken we
de verzameling de nieren:

(1) = Gny;

(2) = nW voor alle deelgroepeW die reeds op laag gekend zijn en waarvoor
Ui.: W

Dit levert ons het volgende algoritme:
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Algoritme 3.2: tralie van deelgroepen: inductieve stap (2)

Latticelnductive2 (G,list Jaag 1)

Invoer : oplosbare groeG, list: lijst met alle elementen vanG
laagi 1 uit de tralie van deelgroepen.
Uitvoer : laagi uit de tralie van deelgroepen.

1 for alle deelgroepery; ; uitlaagi 1

2 = Gny; 1

3 for alle deelgroepeW in laagi

4 doif Uy ; W

5 then = nW

6 while 6 ;

7 do kiesg 2 ;

8 if U?,= U andpP2 U; ; voor een priemgetalp
9 then voegU := hJ; ;;gi toe aan laagi;
10 = nU;

11 else = nfqgg;

Merk op dat voorwaarden uit de binnenste lus van Algoritme 2. hier weggevallen
zijn door de nieuwe aanpak.

Algoritme 3.1 kan opnieuw verbeterd worden als we de conted Uig 1 = Ui 1 kun-
nen vermijden. Dit kunnen we bereiken dooNg(U; ; te bepalen. De algoritmen uit
Hoofdstuk 1 (Paragraaf 1.4). Dit is in elk geval e cienter dan de controleU? ; = U;
voor alle elementerg 2 . We bekomen Algoritme 3.3.
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Algoritme 3.3: tralie van deelgroepen: inductieve stap (3)

LatticelnductiveN (G,list Jaag 1)

Invoer : oplosbare groes, list: lijst met alle elementen vanG
laagi 1 uit de tralie van deelgroepen.
Uitvoer : laagi uit de tralie van deelgroepen.
1 for alle deelgroepery; ; uitlaagi 1
(initialiseer om gekende deelgroepen te vermijden)
(en om enkel elementen uiNg(U; 1) te gebruiken

2 BepaalNg(U; 1;

3 = Ng(U 1)nU g

4 for alle deelgroeperW in laagi

5 doif Uy ; W

6 then = nW,;

(construeer nieuwe deelgroep)

7 while 6 ;

8 do kiesg 2 ;

9 if g°2 U; ; voor een priemgetab
10 then voegU =< U; ;g > toe aan laagi;
11 = nU;

12 else = nfgg;

3.4 Gebruik van p-groepen

Een verdere verbetering aan Algoritme 3.3 is mogelijk doorefruik te maken van de
volgende stelling

Stelling 3.4.1. Stel datU =< U; ;;g > bevat is in laag van de tralie van deelgroepen
van G, met U; ; een deelgroep bevat in laag 1; en stel dat

1.U EU
2. 9?2 U; 1, voor een zeker priemgetgh

Stel dat de orde varg gelijk is aanp” r, met p enr relatief priem. Dan heeftg’ orde
p", ()P 2 U; 1 end’ breidt U; ; uit tot U.

Bewijs. Omdat p enr relatief priem zijn, bestaat er eera;b2 Z zodatap+ br = 1.
De orde vang' is duidelijk p". Daarg® 2 U; ; en daar @)P = (g")", behoort dep-de
macht van g" tot U; ;. De deelgroep< U; 1;0" > is gelijk aanU daarg2<U; ;¢ >
wegensg = g+ = (gP)2 (g")P, wat duidelijk behoort tot <U; 1;g" >.
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Deze stelling heeft als e ect dat enkel elementen met een @mmacht orde beschouwd
moeten worden wanneer we de deelgroepen uit laag 1 uitbreiden. Er is echter
nog heel wat redundantie aanwezig bij deze elementen. Vedenstel dat g orde p"
heeft. De cyclische groe g > bevat de elementen vark gP >. Elementen met
orde p" zijn elementen van de vorng', met p enr relatief priem. Omdat voor zo een
r<g>=<g">,geldt<U; 1;9 >=< U 1;0 > en dusg zal U, ; uitbreiden tot
een deelgroedJ in laag i als en slechts alg)” U; ; uitbreidt tot dezelfde deelgroep.
Daardoor volstaat het om enkel een generator te beschouweanwvelke cyclische groep
van priemmacht orde.

De nieer Z als de verzameling die alle cyclische deelgroepen van pneacht orde
van G bevat. Voor Dg wordt Z gegeven door

Z=1<2>< 3>< 5>< 6>< 7>< 8>¢g

De nieer Z4 als de verzameling van generatoren van alle cyclische dee&pen inZ,
voor elke cyclische groep moeten we dus 1 generator kiezert se nummering van de
elementen vanDg wordt dit dus:

Zy=12,3,4,6;7;89

Deze verzameling zal veel kleiner zijn dan de groép zelf (in dit geval is er weinig
verschil omdatDg een zeer kleine groep is).
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Algoritme 3.4: tralie van deelgroepen: inductieve stap (4)

LatticelnductiveC (G,list Jaag 1)

Invoer : oplosbare groes, list: lijst met alle elementen vanG
laagi 1 uit de tralie van deelgroepen.
de verzamelingZ.
Uitvoer : laagi uit de tralie van deelgroepen.
1 for alle deelgroepery; ; uitlaagi 1
(initialiseer om gekende deelgroepen te vermijden)
(en om enkel elementen uiNg(U; 1) te gebruiken
(en om enkel de representanten van priemmacht orde te gelein)

2 BepaalNg(U; 1;

3 = Zg\ (Na(Ui 1)nUi y);

4 for alle deelgroeperW in laagi

5 doif Uy 1 W

6 then = nwW;

(construeer nieuwe deelgroepen)

7 while 6 ;

8 do kiesg 2 ;

9 if g°2 U; ; voor een priemgetap
10 then voegU =< U; ;;g > toe aan laagi;
11 = nU;

12 else = nfgg;

Het volledige algoritme zal starten met de bepaling van alleyclische deelgroepen
van priemorde van de groeps, en met het kiezen van een verzameling generatoren.
Daartoe kunnen we alle elementen vat overlopen, en alle elementen van priemorde
beschouwen. De eerste laag zal bestaan uit de deelgroepem eede p. De cyclische
deelgroepen van ord@"” kan men in principe als eerste toevoegen in laag

Tenslotte vermelden we nog hoe we dit algoritme kunnen aargsen voor willekeurige
groepen. De bovenstaande methode kan deelgroepémronstrueren waarvoor een keten
van de vorm

id6é Uy6 Uy 6:::6 U=U

bestaat. (Uy is dus een perfecte deelgroep). Indien we echter in het begie perfecte
deelgroepen varc toevoegen aan de tralie, dan kan de cyclic extension methoded
groepen zoald) wel toevoegen. Dus voor willekeurige groepen is het probleepgelost
als we alle perfecte deelgroepen kunnen bepalen. We hebbeads vermeld dat alle
perfecte deelgroepen bevat zijn in de unieke maximale patie deelgroep varG. Deze
unieke maximale perfecte deelgroep vaa is de kleinste deelgroep in de ketting van de
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normale afgeleiden varG.

Er zijn databanken beschikbaar van alle perfecte groepen t@ogstens 10000 ele-
menten, waarbij er ook informatie beschikbaar is over eenrtal eigenschappen van deze
groepen. Daarvan kan men gebruik maken om de perfecte deekgen van een groep
toe te voegen aan de tralie.

3.5 Voorbeelden

De le magma3.5.1.i toont een korte Magma-sessie waarin de tralie van deelgresp
van Dg bepaald wordt.

Magma V2.8-10 Fri Feb 10 2006 13:26:47 on colossus [Seed = 111 789000]

Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.

> G:=PermutationGroup<4|(1,2,3,4),(2,4)>;

> print G;

Permutation group G acting on a set of cardinality 4
1 2 39
@ 4

> IsSoluble(G);

true

> s := SubgroupLattice(G);

> s;

Partially ordered set of subgroup classes

[1] Order 1 Length 1 Maximal Subgroups:

i

[2] Order 2 Length 1 Maximal Subgroups:
[3] Order 2 Length 2 Maximal Subgroups:
[4] Order 2 Length 2 Maximal Subgroups:

e

[5] Order 4 Length 1 Maximal Subgroups:
[6] Order 4 Length 1 Maximal Subgroups:
[7] Order 4 Length 1 Maximal Subgroups:

N NN
A~ w

[8] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 5 6 7

> H := PermutationGroup<4|(1,2,3,4)>;
> slH;
5

De le gap3.5.1 toont de volledige implementatié gebaseerd op Paragraaf 3.4. Voor
deze le ingelezen wordt in een GAP-sessie, moet een grdemede nieerd zijn.

if (IsSolvableGroup(G)) then

P:=Set(Factors(Order(G)));

elementen := Elements(G);
laag_0_verz:=[[One(G)]];
laag_0_groep:=[Subgroup(G,[One(G)))];

Print(" \n" );

Print(" De resultaten voor laag 0 \n");

Print( \n");

Print(" \n");

Print(" Aantal deelgroepen in de laag : “,Size(laag_0_verz ),"\n");
Print(" Deze deelgroepen zijn : \n");

Print( laag_0_verz[1],"\n");

Print("orde = 1\n");

vorige_laag_verz:=laag_0_verz;
vorige_laag_groep:=laag_0_groep;

!met dank aan Anja Hallez en Tom Melange
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laag:=0;

repeat
huidige_laag_verz:=[];
huidige_laag_groep:=[];
ii=1;

for k in [1..Size(vorige_laag_groep)] do
U_verz:=vorige_laag_verz[k];

U_groep:=vorige_laag_groep[k];

Gamma:=Difference(G,U_verz);

if not (huidige_laag_verz = []) then

for s in [1..Size(huidige_laag_verz)] do
W:= huidige_laag_verz[s];
if (Intersection (U_verz,W)) = U_verz then
Gamma:=Difference(Gamma,W);

fi;
od;
fi;

r:=Size(Gamma);

if not (r = 0) then
repeat
g:=Gamma][r];
test:=0;
k:=1;
while ((test=0) and (k<=Size(P))) do
if (9"P[K] in U_verz) then

test:=1;
fi;
ki=k+1;
od;

if (U_groep”g)=U_groep and test=1) then
huidige_laag_groepli]:=Subgroup(G,Elements(Union(Ge neratorsOfGroup(U_groep),[g])));

huidige_laag_verz[i]:=Elements(huidige_laag_groep]i D;
Gamma:=Difference(Gamma,huidige_laag_verz[i]);
i:=i+l;
else
Gamma:=Difference(Gamma,[g]);
fi;
r:=Size(Gamma);
until r = 0;
fi;
od;

vorige_laag_verz:=huidige_laag_verz;
vorige_laag_groep:=huidige_laag_groep;

laag:=laag+1;

Print(" \n" );

Print(" De resultaten voor laag ", laag ,"\n");

Print( \n");

Print(" \n");

Print(" Aantal deelgroepen in de laag : ",Size(huidige_laa g_groep),"\n");

Print(" Deze deelgroepen zijn : \n");
for s in [1..Size(huidige_laag_verz)] do

Print( huidige_laag_verz[s],"\n");

Print("orde = ",Order(huidige_laag_groep[s]),"\n");
od;

until huidige_laag_groep[1] = G ;

else
Print(" Deze groep is niet oplosbaar\n");
fi;

Tenslotte de interactieve sessie met enkele voorbeelden

Loading the library. Please be patient, this may take a while
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GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s

n8.3.0-gcc

mall5 1.0,

small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,

trans 1.0, prim 2.1 loaded.
Packages: TomLib 1.1.2 loaded.
gap> G:=Group([(1,2,3,4),(2,4)]);
Group([ (1,2,34), (24) )
gap> Read("./Courses/compalg2006/tex/gap/gap3.5.1");

De resultaten voor laag 0
PO

Aantal deelgroepen in de laag : 1
Deze deelgroepen zijn :

[01

orde = 1

De resultaten voor laag 1

T T T ——

Aantal deelgroepen in de laag : 5
Deze deelgroepen zijn :

[0, 1423 ]

orde = 2

[0, @3)(24) ]
orde = 2

[0, @3]
orde = 2

[0, 1.2BA4 ]
orde = 2

[0, 24 ]
orde = 2

De resultaten voor laag 2

T T ———

Aantal deelgroepen in de laag : 3
Deze deelgroepen zijn :

[0, 2B, (1.3)24), (14)23) ]
orde = 4

[0, (1,234), (1,3)(24), (1,432) ]

orde = 4

[0, 24, 13), (1.3)24) ]

orde = 4

De resultaten voor laag 3

T T ———

Aantal deelgroepen in de laag : 1

Deze deelgroepen zijn :

[ 0. 24). 1.2)@34), (1.234), (1.3), (1.3)24), (1,
orde = 8

gap> G := SymmetricGroup(5);

Sym([1.5])

gap> Read("./Courses/compalg2006/tex/gap/gap3.5.1");
Deze groep is niet oplosbaar!

gap> G1 = Group([(1,2,3,4)]);

Group([ (1,2,34) ])

gap> G2 := Group([(1,2,3,4,5)]);

Group([ (1,2,3,4,5) ])

gap> G := DirectProduct(G1,G2);

Group([ (1,2,3,4), (5,6,7,8,9) 1)

gap> Read("./Courses/compalg2006/tex/gap/gap3.5.1");

De resultaten voor laag O

T T ———

Aantal deelgroepen in de laag : 1
Deze deelgroepen zijn :

[01

orde = 1

De resultaten voor laag 1
P

Aantal deelgroepen in de laag : 2

Deze deelgroepen zijn :

[0, @3)24) ]

orde = 2

[0, (56,789), (5796.8), (5869,7), (598,7,6)
orde = 5

4,3,2), (14)(23) ]
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De resultaten voor laag 2

T T T ———

Aantal deelgroepen in de laag : 2

Deze deelgroepen zijn :

[0, (1,234), (1,3)(24), (1,432) ]

orde = 4

[0, (56,789), (5796.8), (58697, (598,7,6)
(1,3)(2,4)(5,6,7,8,9), (1,3)(2,4)(5,7,9,6,8), (1,3)(2
(1,3)(2,4)(5,9,8,7,6) ]

orde = 10

De resultaten voor laag 3

T T e ———

Aantal deelgroepen in de laag : 1
Deze deelgroepen zijn :

[0, (56,789), (5796.8), (586,9,7), (598,7,6)
(1,2,3,4)(5,6,7,8,9), (1,2,3,4)(5,7,9,6,8), (1,2,3,4)
(1,2,3,4)(5,9,8,7,6), (1,3)(2,4), (1,3)(2,4)(56,7,8,
(1,3)(2,4)(5,7,9,6,8), (1,3)(2,4)(5,8,6,9,7), (1,3)(2
(1,4,3,2), (1,4,3,2)(5,6,7,8,9), (1,4,3,2)(5,7,9,6,8)
(1,4,3,2)(5,8,6,9,7), (1,4,3,2)(5,9,8,7,6) ]

orde = 20

, (1,3)24),
4)(5,86,9,7),

. (1,234),
(5.86,9,7),

9),
4)(5,9,8,7.6),
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Hoofdstuk 4

Representatie van groepen op een
computer

4.1 Representatie van groepen op een computer

4.1.1 Fundamentele abstracte datatypes

Er zijn drie veel gebruikte methodes om groepen te representn in een computeral-
gebrasysteem: als groepen van permutaties die werken op eamlige verzameling; als
groepen van matrices over een ring; en als eindig voorgedéefroepen.

wat permutatiegroepen betreft verkiezen we meestal om te ken met een groep
die werkt op de verzamelingf1;:::;ng, m.a.w. een deelgroep van Sym]. Indien

veronderstellen we in feite dat we elementaire berekenimgkunnen uit voeren in de on-
derliggende ring die zelf voorgesteld kan worden in een comgralgebrasysteem. Gelet
op de beperkingen met betrekking tot de voorstelling van eé¢e en complexe getallen in
elk computeralgebrasysteem (zie [4]), zullen we groepemwaatrices over deze velden
buiten beschouwing moeten laten. Als ring zijn bijvoorbedleindige velden, gehele ge-
tallen (en sommige ringen van gehelen) toegelaten, evenlads veld der rationale getallen
en vele andere.

Een speci ek probleem is de constructie van bijvoorbeeld qtientgroepen van per-
mutatiegroepen of matrixgroepen. Een quentgroep van een permutatiegroep is niet
noodzakelijk eenvoudig als een permutatiegroep voor te kté®. Met eenvoudig voor-
stellen bedoelen we dat berekeningen de capaciteiten vammguuters snel kunnen over-
stijgen. Er zijn voorbeelden gekend van permutatiegroeperan graad 4 en orde 8,

n 1, waarvan er quotentgroepen bestaan waarvoor de kleinste graad van een gatve
permutatievoorstelling 2" is.

Een belangrijk aspect bij het ontwerp van technieken en algtmes is dat we meestal
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veronderstellen dat een groep gegeven is aan de hand van ggmeratoren. Wanneer we
algoritmes ontwikkelen die bijvoorbeeld een Sylog+deelgroep van een groep berekenen,
dan zullen we een verzameling generatoren bepalen van demeeg.

Wanneer we willen werken met grote eindige groepen, dan istheéteraard niet
wenselijk om alle elementen van een dergelijke groep te Hdemgen, lussen uit te voeren
over de ganse elementenverzameling en alle elementen oplaarsin een lijst. Toch is
het niet altijd te vermijden. We weten bijvoorbeeld dat elkeeindige groep, via de rechts
reguliere actie op zichzelf, een reguliere permutatievatelling heeft. Het gebruik van
deze representatie is op zich gelijkwaardig met het gebruiian alle elementen van de
groep, maar deze worden nu opgeslagen als natuurlijke gétal

4.1.2 Computationele situaties

Een blauwdruk om alle mogelijke situaties in te delen is aligt.

1. Elk element vanG kan voorgesteld worden in het CAS, daarenboven kunnen inver
ses en producten van elementen berekend worden, maar het kaogelijk zijn dat
we niet kunnen beslissen of twee voorstellingen van een edginhetzelfde element
van de groep voorstellen. Een voorbeeld is een eindige vastglde groegX jRi.

2. Analoog als de vorige situatie, en we kunnen beslissen weée voorstellingen van
een element het zelfde groepselement voorstellen. Vooiddea zijn permutatie-
groepen, gede nieerd door een verzameling generatoren e@trixgroepen over
eindige velden

3. Analoog als vorige situatie, en we beschikken over een g verzameling van

permutatiegroep waarbij we beschikken over een zogenaamaezameling sterk
voorbrengende generatoren.

Als een bepaalde groep in beschouwing genomen wordt in eenS;Aan zal de eerste
doelstelling zijn om zo snel mogelijk een gunstige compuianele situatie op te stellen
voor er \iets" gedaan wordt. Uiteraard zullen de methodes ordeze situatie te bereiken
afhankelijk zijn van de voorstelling van de gegeven groep et CAS:

1. Stel dat we een eindig voorgestelde gro&l jRi beschouwen en dat het geweten
is dat deze groep eindig is. Dan zal het in de meeste gevallaritig zijn om eerst
een getrouwe permutatievoorstelling te bepalen. In zekerin correspondeert dit
met de evolutie van situatie 1 naar situatie 2.

2. Stel dat een groep gegeven is aan de hand van een verzargelioortbrengende
permutaties. In de meeste gevallen zal het nuttig zijn om esreen verzameling
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sterk voortbrengende generatoren te berekenen. Dit komt@neen met de evolutie
van situatie 2 naar situatie 3.

Situatie 3 is de voorkeur situatie voor computationele doeinden, deze situatie heeft
vele voordelen. Zo spelen bijvoorbeeld de woordew, de rol van canonische vorm
van de groepselementen. Ze laten toe om de orde van de groegl $m bepalen door het
aantal mogelijke canonische woorden te berekenen; dit aahkan dan eindig of oneindig
zijn. Ook kan een lijst opgeslagen worden met alle elementen kunnen elementen met
elkaar vergeleken worden aan de hand van hun canonische vor@ok kunnen we snelle
algoritmen ontwikkelen om te controleren of een element taen groep behoort. Op dit
soort algoritmen zullen we dieper ingaan in de volgende hdstukken.

4.1.3 Straight-line programma's

Stel dat een gegeven groep beschouwd wordt, in situatie 3. &¢al is de speciale verza-
meling voortbrengers voor de canonische vormen niet dedelfverzameling als diegene
die de gebruiker meegegeven heeft aan het CAS om de groep taideren. We zullen in
Hoofdstuk 5 zien dat een verzameling sterk voortbrengendergeratoren voor een permu-
tatiegroep meestal een verzaling is die de gegeven verzangebeneratoren bevat. Het
is niet onvoorstelbaar dat we op een gegeven ogenblik dezezaeneling sterk voortbren-
gende generatoren willen relateren aan de originele verzging generatoren. Om dit te
bereiken zullen we een data-structuur de réren die gekend is als eestreight-line pro-
gramma (E: straight-line program) (SLP). Deze datastructuur levert ook een e ciente
manier om elementen van een groep op te slaan in een lijst. Darhinologie komt uit
de informatica. Wij zullen het in de volgende vorm gebruikenEen SLP groep(E: SLP

SLP groep noemen wW&LP elementen(E: SLP element$ of SLPs. Wiskundig gezien is

er natuulijk geen verschil tussen een vrije groep en een SLdgp. Het verschil zit in de

manier waarop de elementen van een SLP groep opgeslagen eonrdOver het algemeen
wordt een SLP element niet opgeslagen als een woord in de orde generatoren, maar
als een woord in generatoren die vooraf gede nieerd zijn. 8#ouw een SLP groep van
rang 2 en beschouw de volgende elementen:

—— . — . — 2. —— 2 1
Wi 1= X Wo 1= Ko Wg = (W]_Wz) s Wy 1= WoW3 “Wo

Deze elementen zullen niet gwalueerd worden in de oorspronkelijke generatoren, maar
opgeslagen worden zoals ze hier gede nieerd zijn. In hetdampder wordt het product van
twee elementen opgeslagen als dat product, zonder dat datopuct uitgewerkt wordt.
Dit levert op een natuurlijke wijze de volgende de nitie.

Een evaluatie (E: evaluation ' van een SLP groepS naar een groepG is een
toekenning van elementerx; 2 G aan de generatorerx;> Omdat S een vrije groep is,
bepaalt deze toekenning een uniek homor sm8& ! G dat &; afbeeldt opx;. Elk SLP
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element is opgeslagen als een (meestal kort) product van wen, dus de evaluatie van
een SLP element kan gebeuren door alle woorden te evalueren.

Nemen we als voorbeeld vode de groep Alt(6),x; = (1;2;3); X, =(2;3;4;5;6), dan
evaluerenwy, W,, Wz enw, respectievelijk naarx;, X,, X3 :=(2;5)(4; 6) enx, := (4;5;6).
Het blijkt nu veel eenvoudiger (dus gunstiger vanuit computioneel standpunt) te zijn
om elk element vanG te schrijven als een product varxi; X»; X3 en X4, dan enkel vanx,
enx,. Beschouw nu bijvoorbeeldy := (1;5)(2;6) 2 G. We vindeng = X4X3X, 'X1X3. Nu
kunnen we de de nities vanxz enx4 (komende van de corresponderende SLP elementen)
gebruiken omg uit te drukken als een product in de oorspronkelijke generaten. In dit
voorbeeld isxs := (X1X2)? en

— y2y 1 — 2 2 — 1,, 1, Ix
Xa = X5X3 X2 = X5(X1X2) X2 = XpX; "Xy Xq 2

waaruit

(1;5)(2; 6) = XaX; 1%, 1X; IXoX1XoX3(X1X2)?
Merk op dat dit niet het kortste woord is voor g in de oorspronkelijke generatoren,
maar deze werkwijze geeft ook geen informatie hieromtrenHet kortste woord voorg
is X2X1X2X; X, 1, maar het vinden van het korste woord (op een e @énte wijze) is in
feite een fundamenteel probleem.

De algemene werkwijze start met de de nitie van een SLP gro@pgeneratorenx} die
corresponderen met inikle generatorerx; (1 i k) van een groepG, en de evaluatie
die ¥y afbeeldt opx;. Dan de nieren we SLP elementew;; :::;w;, (waarbij gebruikelijk
w; = ’X met 1 i k samen met hun evaluatles |rG waarbij deze gekozen zijn

geschreven wordt. Deze de nities in de SLP groep kunnen nu principe gebruikt
worden om elementen varG te gaan schrijven als een woord in de oorspronkelijke

4.1.4 Black-box groepen

Met eenblack-box groeE: black-box groupbedoelen we een groep die op de volgende
manier voorgesteld kan worden in een CAS. Gegeven zijn eenddj alfabet A en een
natuurlijk getal N > 0. Alle groepselementen worden voorgesteld door strings An
met lengte ten hoogsteN. We veronderstellen dat we, gegeven twee stringsen h, in
constante tijd g * enghkunnen berekenen, en dat we kunnen beslissengof ¢ h. Merk
op dat we niet (moeten) kunnen beslissen of een gegeven gn@an lengte ten hoogsté&\
tot G behoort. Merk op datmembership testingn feite ook een fundamenteel probleem
is. Wanneer we een black-box groep beschouwen dan wil dat &ité zeggen de we
ons met deze groep in situatie 2 bevinden, met de belangrijkeperking dat strings ten
hoogsteN karakters bevatten wat impliceert dat ge groep eindig is. Wbeschikken zelfs
over een bovengrens op de grootte van de groepI o JA]'. Eindige permutatiegroepen
en matrixgroepen zijn voorbeelden van black-box groepen.
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4.2 Random methoden in Computationele groepen-
theorie

Veel algoritmen in Computationele groepentheorie (en comaeralgebra in het algemeen)
hangen sterk af van het maken van zogenaamde random keuzemlg het bepalen van
random elementen van een groep.

4.2.1 Random algoritmen

De uitvoer van eendeterministisch algoritme(E: deterministic algorithm) is enkel af-
hankelijk van de input. Een dergelijk algoritme, uitgevoed met dezelfde input, zal
steeds op dezelfde wijze uitgevoerd worden en dezelfde lasen teruggeven. De ana-
lyse van de complexiteit zal een accurate schatting kunnemyen van de rekentijd en de
opslagcapaciteit die vereist is.

Een random algoritme (E: randomized algorithm) maakt gebruik van een random
generator tijdens de uitvoering, meestal om bijvoorbeeldillekeurige elementen van een
groep te bepalen. Uiteraard zal de uitvoering van een dergklalgoritme niet enkel van
de input afhangen. Het is mogelijk dat verschillende uitvagngen met dezelfde input
grote verschillen in uitvoeringstijd hebben. Het is nog stels mogelijk om een analyse
van de complexiteit te doen, maar nu kunnen we enkel schatgen geven die gemiddelde
rekentijden opleveren. We zullen daarbij moeten verondeeien dat we beschikken over
een random generator die willekeurige getallen kan genaxerin het interval [a; . In de
praktijk weten we dat perfecte random generatoren niet besan, maar daarvoor verwij-
zen we naar andere literatuur. We gaan ervan uit dat we binnesns CAS beschikken over
deze elementaire mogelijkheden. Belangrijker voor dit giell is het onderscheid dat we
moeten maken in de verschillende random algoritmes in contptionele groepentheorie.

Een Monte Carlo algoritme(E: Monte Carlo algorithm) is een random algoritme dat
mogelijks een fout antwoord oplevert. Maar het is een verésdat een van de input data
een reeel getal is, 0< < 1 en dat de waarschijnlijkheid op een fout antwoord kleiner
dan is voor alle mogelijke waarden van de resterende input dat®e performantie van
het algoritme zal afhangen van, een grotere nauwkeurigheid zal resulteren in langere
rekentijden.

EenlLas Vegas algoritmgE: Las Vegas algorithmis een algoritme datnooit een fout
antwoord oplevert, maargeenantwoord zal opleveren met probabiliteit , waarbij deze
laatste parameter weer behoort tot de input data. In de prakik kunnen we een der-
gelijk algoritme meerdere keren uitvoeren met dezelfde iapdata, en wachten tot het
een antwoord oplevert, wat, afhankelijk van, met een aan zekerheid grenzende waar-
schijnlijkheid kan gebeuren. In vele implementaties van dgelijke algoritmen gebeurt
dit automatisch.

Sommige traditionele wiskundigen (die soms nogal terughdend zijn in het alge-
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meen wat betreft het gebruik van computers :-)) vinden algdmen die mogelijk een
fout antwoord opleveren schrikwekkend Desondanks hebben Monte Carlo algoritmen
hun nut bewezen. We denken bijvoorbeeld aan priemtesten vogehele getallen, waar
Monte Carlo algoritmen signi cant beter presteren dan de kst gekende deterministische
methodes en voor praktische toepassingen (bijvoorbeeld/gogra e) goed genoeg zijn.

Andere wiskundigen (die inderdaad vertrouwen op computegsultaten) hebben soms
de andere (uiterste) gewoonte om een resultaat met een foamvschijnlijkheid kleiner
dan 10 ?° alsbewezene beschouwen, met als argument dat veel wiskundige artikeiet
een grotere waarschijnlijkheid een fout bevatten

In het kader van deze cursusnota's is het niet de bedoeling am loso sche dis-
cussies te vervallen. Het is belangrijker om te benadukkeratdcomputeralgebra een
zeer nuttig instrument kan zijn bij het doen van onderzoek, at computeralgebra een
wiskundige branche is, waar het streven naar correctheidetiverschilt van het streven
naar correctheid in alle andere mogelijke wiskundige brames en dat het, eveneens zo-
als in alle andere wiskundige branches, de moeite loont onrkregen resultaten op een
kritische maar verstandige wijze verder te onderzoeken opirh correctheid.

In die zin is het zeer belangrijk dat computeralgebrasystesn die random algoritmes
implementeren dat aangeven in de documentatie. Een gebreikweet dan ten minste
of de resultaten op een deterministische wijze bekomen werd(en waarbij de correct-
heid dus enkel nog afhankelijk is van de implementatie, de darliggende theoretische
correctheid en de correcte werking van de computer) of eemiom algoritme (waarbij
de correctheid daarenboven nog afhankelijk is de input).

4.2.2 Random elementen

We gaan ervan uit dat we een goede random generator hebben en bijhorende functie
die ons willekeurige elemeten uit een intervala[j kunnen geven, meta en b twee
natuurlijke getallen.

Algoritmen zijn dikwijls afhankelijk van de mogelijkheid an uniform verdeelde random
elementen te genereren van een gro€p In sommige gevallen is dit gemakkelijk, bij-
voorbeeld G = Sym(n), of algemeen, bij eindige permutatiegroepen, waar we geed
methodes kunnen ontwerpen om willekeurige elementen gesren. Het kan nuttig zijn
om een rij van willekeurige elementen van een groep te gemerein situatie 1 of 2. Voor
eindig voorgestelde groepen kunnen we een methode vindea dillekeurige woorden
genereert waarvan de lengte binnen een bepaald intervaltlig

In deze paragraaf zullen we heproduct replacement algorithmbespreken. We be-

N\to recoil in horror" uit [3] lijkt zelfs veel sterker dan dez e vertaling
2Nog andere wiskundigen gebruiken dit argument te pas en te gras om te verklaren dat zowat niets
in de wiskunde als bewezen beschouwd kan worden, doch dit gedl terzijde.
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Het blijkt dat r = 10 goede resultaten oplevert. Als de lijsiX initieel meer elementen
bevat, dan nemen weg  10. Als de lijst minder elementen bevat, dan herhalen we alle
elementen totdatr = 10. De kern van het algoritme is het vervangen vams door xsx, *,
waarbij we s en t willekeurig kiezen in het interval [31r]. Merk op dat noodzakelijk
X nog steeds de groep voortbrengt. Na een aantal vervangingéwpisch 50) wordt
telkens het elementxs ook teruggegeven, als random element. Men kan bewijzen dat
deze methode een uniform verdeelde reeks random elementan @ oplevert, maar het
is waarschijnlijk dat 50 vervangingen niet voldoende is erep betere afschatting van
dit aantal is niet gekend. Het voorgestelde algoritme is eddeine aanpassing van het
oorspronkelijk algoritme dat dit idee gebruikt. Er wordt géruik gemaakt van eenaccu-
mulator (de variabelex, in de code) die altijd teruggegeven wordt. Er zijn vermoedesn
dat deze aanpassing voor een snellere convergentie zorgt tiat origineel algoritme.

We beschikken over een verzameling generatoren. De initialisatie functie zal een
lijst X initialiseren, het vervangingsproces uitvoeren (m.b.v. edfunctie PrRandom )
en tenslotte deze lijst teruggeven.

Algoritme 4.1: random elementen van een groep: initialisiat

Prinitialize (X ,r,n)

Invoer : X =[Xy;:::;Xk] een lijst generatoren voor een black-box groep
rnn2N
Uitvoer : lijst X en bijhorende SLP elementeW
1 fori2][1l:::K]
2 do w; = X;
3 fori2[k+1:::r]
4 do Xi == X ;Wi i= W
5 Xg:=1g;, Wy := ;
6 X =[Xo;Xy; i Xe [y W= [Wo; was it we;
7 for i2[1:::n]do PrRandom (X ; W),
8 return X;W

Met de notatie X bedoelen we het doorgeven van een variabele die kan gewijzig
worden door de functie die die variabele als input krijgt. E@ dergelijke constructie kan
eenvoudig gerealiseerd worden in de praktijk door een paoéntmee te geven.

Voor sommige toepassingen is het nuttig (of noodzakelijknode random elementen
te kennen als product in de originele generatoren. Daaromlian we ook gebruik maken
van de SLP elementerw; die elk elementx; uitdrukken als product in de generatoren
X1;::1;Xk. Zoals gebruikelijk noteren we de elementen van de SLP grod@ naar X;
evalueren metx}\
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De functie PrRandom die random elementen teruggeeft moet worden uitgevoerd
met als input de lijsten X ; W die genitialiseerd werden door de functiePrinitialize
De volgende oproepen worden met dezelfde variabelen uitgexd, die doorPrRandom
zelf telkens gewijzigd worden.

We merken op dat we details in verband met de implementatie made SLP groepen
achterwege laten. Elk SLP elementy; is gede nieerd als een woord in bestaande SLP
elementen, bijgevolg moeten al die elementen ergens opagsh worden om telkens de
woordenw; te kunnen evalueren indien gewenst. Wanneer het zeker is dbze evaluatie
niet zal opgevraagd worden, dan zullen we enk¥l meegeven als input voor de functie
PrRandom .

Algoritme 4.2: random elementen van een groep

PrRandom (X ,r,n)

rn2N
Uitvoer : lijst X en bijhorende SLP elementeiwV
s:=Random ([1:::r]);
t :=Random ([1:::r]nfsQ);
X :=Random ([1:::2]);
e:=Random (f1; 1g);if x=1
then Xs := XsX{; Xo := XoXs;
Ws = WsWE; Wo = WoWs;
else Xs 1= XfXs; Xo := XsXo;
Ws := WEWs; Wo := WsWo;
return Xg; Wo;

©Ooo~NoOabr~wbNPRE

Stel dat G een willekeurige groep is, dan zullen we het kiezen van eemaam
element noteren alsPrRandom (G), waarbij we ervan uit gaan dat alle noodzakelijke
initialisaties gebeurd zijn.

4.3 Enkele elementaire algoritmen

In deze paragraaf bespreken we voorbeelden van structurélerekeningen die kunnen
uitgevoerd worden op elke eindig voorgestelde groep waanveve random elementen
kunnen genereren en waarvoor een membership test besch&be. Situatie 3 is een
voorbeeld van een dergelijke situatie.
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4.3.1 Machten en de orde van een element

Veronderstel dat we ons met een groe@ in situatie 2 bevinden en dat we, voor een
elementg 2 G, het elementg”, n 2 N willen berekenen. Voor kleinen kunnen we
eenvoudigg vermenigvuldigen metn 1 zichzelf. Voor groten bestaat er echter een
eenvoudig algoritme (met complexiteitO(log(n)), door g" te berekenen algf? , waarbij
elke g kan berekend worden door herhaaldelijk te kwadrateren. Indien we daaren-
boven op voorhand wisten dat w&" moeten berekenen voor verschillende waarden van
n, dan kunnen we elementen van de vormf opslaan in plaats van telkens opnieuw te
berekenen.

Algoritme 4.3: macht van een element

Power (g,n)

Invoer : g2 G,n2 N
Uitvoer : @"
X = 1g;
if n mod2=1
then x := xg;
n:=n 1,
while n> 1
do g:= ¢’
n:.= 1,
if n mod2=1
then x := xg;
n:=n 1,

OwWoo~NOULA,WNEPE

el
'_\

return X,

Een implementatie van de functilPower in GAP zou als volgt kunnen zijn @ap4.2.1):

power := function(G,g,n)
local x;
x = One(G);
if n mod 2 = 1 then
X = X'g;
n =
fi;
while n > 1 do
g = g%
n = n/2;

fi;
od;
return x;
end;

Veronderstel datG een black-box groep is en veronderstel dat we voor een elemen
g 2 G de orde willen berekenen. A priori is er geen enkele infornmatbeschikbaar,
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zodat we enkel kunnen testen af” = 1g voor oplopende waarden vam. In sommige
situaties echter (elementen van eindige velden of matricbgvoorbeeld of wanneer we in
staat zijn om de orde van de groep te berekenen, bijvoorbeddg permutatiegroepen)
kunnen we een natuurlijk getaln vinden zodanig dat de orde varg het getal n deelt.

Op voorwaarde dat wen kunnen ontbinden in priemfactoren (wat voor groten veel

rekentijd kan vergen) kunnen we met het volgende algoritmeedorde vang bepalen.
(De complexiteit is O(log(n)3).

Algoritme 4.4: orde van een element

OrderBounded (g,n)

Invoer : g2 G, n2 N, jgj deeltn
Uitvoer : jgj
1 if n=1 thenreturn 1;
2 for p2PrimeDivisors (n)
3 do if Power (g;n=p = 1g
4 then return OrderBounded (g;n=p;
5 return n;

4.3.2 Normale sluiting

Stel dat G = hXi een groep is met een deelgrodgd = hYi, met X enY eindig.
Veronderstel dat we de normale sluitingN := hHCSi willen berekenen. Theoretisch
kunnen we beginnen meN = H, en elk elementy*, mety 2 Y, x 2 A:= X[ X 1
toevoegen aarY, indien y* 62N .

In het algemeen is het mogelijk dalN niet eindig voortgebracht is. In dat geval zal
de beschreven methode niet eindigen. Wanneer we echter veferstellen datjG : Hj
eindig is, dan levert de beschrijving een deterministischigoritme op. Wanneer echter
jG : Hj groot is, dan is het meestal sneller om willekeurige toegegden vanH onder
G toe te voegen aan de verzameling voortbrengers vah en telkens te controleren of
N de normale sluiting is. Het volgend algoritme implementeedeze beschrijving. Het
algoritme voegt telkensn willekeurige elementen toe. Deze parametergeven we mee
als input
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Algoritme 4.5: normale sluiting

NormalClosure  (X,Y,n)

Invoer : VerzamelingenX;Y die groepenG enH voortbrengen,n 2 N nfQOg
Uitvoer : Generatoren vanH ©
1 Z:=Y;C:=false;

2 X :=Prinitialize  (X; 10; 20);

3 while not C;

4 do Z :=Prinitialize  (X; 10; 20);
5 for i 2 [1:::n]

6 do g :=PrRandom ( X );
7 h :=PrRandom (Z);
8 if h? 62 Ai then Append ( Z;h9);
9 C = true;
10 for g2 X,h2Z
11 do if h9 2 hZi
12 then C := false;
13 break ;

14 return n;

4.4 Homomor smen

De mogelijkheid om met homomor smen te werken is een zeer khtig middel in de
computationele groepentheorie. In het bijzonder kunnen we&an esn representatie van
een groep overgaan naar een andere (misschien betere repnadie om bepaalde algorit-
men uit te voeren). Een groep kan bijvoorbeeld gede nieerdjz als een matrix groep of
een eindig voorgestelde groep, en we zouden een permutatarstelling van deze groep
kunnen verkiezen om mee te werken.

In het kader van deze nota's opteren we voor een praktischenaglering. Een inlei-
dende behandeling tot homomor smen kan men vinden in [3, Héastuk3].

We beschouwen de volgende GAP-sessie (dap4.4.1.i ).

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.3.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> f := FreeGroup(["a","b"]);

<free group on the generators [ a, b |>

gap> G := SymmetricGroup(4);

Sym([1.4])

gap> hom := GroupHomomorphismBylmages(f,G,GeneratorsOfsroup(f),

GeneratorsOfGroup(G));

[a,b]->1[(1234), 1,2) ]

gap> g := Random(G);
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(1,432)

gap> PrelmagesRepresentative(hom,g);
an-1

gap> h := Random(f);

b*a”-3

gap> f2 := Group([h]);
Group([ b*a*-3 ])

gap> hom;

[a, b]->1[(1234), 1,2) ]
gap> Image(hom);

Group([ (1,2,34), (1,2) )
gap> Image(hom,f2);

Group([ (1.3,4) 1)

gap> Image(hom,h);

(1,34

Indien we over een homomorsme : G !

mogelijkheden gewenst:

(a) Bereken' (g) voor een willekeurigeg 2 G

H beschikken, dan zijn de volgende

(b) Voor eenh 2 H, controleer ofh 2 Im(' ) en zo ja, bereken eemy 2 G, zodat

" (9)= h.
(c) Bereken' (K), voor een deelgroefK 6 G.
(d) Bereken'

(e) Bereken ker().

}(K) voor een deelgroefX 6 H.

De volgende GAP-sessie illustreert het bepalen van de kerarnveen homomor sme

in GAP (gap4.4.2.i ).

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> gens:=[(1,2,3,4),(1,2)];

[ (L234), (12) ]

gap> g:=Group(gens);

Group([ (1,2,34), (1,2) )

gap> h:=Group((1,2,3),(1,2));

Group([ (1.2.3), (1.2) ])

gap> hom:=GroupHomomorphismBylmages(g,h,gens,[(1,2), (1,3)]);

[(L234), L2)]->[ (12, 13)]

gap> Image(hom,(1,4));

(2.3

gap> Kernel(hom);

Group([ (1.4)(23), (1.2)3.4) ])

gap> Image(hom);

Group([ (1.2), (1.3) )

gap> Size(Image(hom));

6

gap> Size(Kernel(hom));
4

De volgende GAP-sessie illustreert hoe de GAP-functiereimagesRepresentative
zich gedraagt.We de neren een woord in de generatorea en b van een groep. Dit
woord evalueert naar een permutatie, dat ook kan voorgestelvorden door een veel
korter woord. Nadien bepalen we in de vrije groep, viBrelmagesRepresentative , een

corresponderend woordgap4.4.3.i ).
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Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.3.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> f := FreeGroup(["a","b"]);

<free group on the generators [ a, b |>

gap> G := SymmetricGroup(4);

Sym([1.4])

gap> hom := GroupHomomorphismBylmages(f,G,GeneratorsOfsroup(f),

GeneratorsOfGroup(G));

[a,b]->1[(1234), (1,2) ]

gap> gens := GeneratorsOfGroup(G);

[ @234), (1.2 ]

gap> a := gens[1];

(1,2,3,4)

gap> b := gens[2];

gap> g := a*b*a*b*a’-1;

(1,4,2,3)

gap> a"3;

(1,4,3,2)

gap> PrelmagesRepresentative(hom,g);

br-1*an-2

gap> b-1*a-2;

(1,4,2,3)

De de laatste sessie beschouwen we een homomor sme van denpttiegroep S,
naar Sym( ), met de verzameling van ongeordende koppels &menten uitf 1; 2; 3; 4g
(gap4.4.4.i ).

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> g := SymmetricGroup(4);

sym([1.4])

gap> comb := Combinations([1..4],2);

[[L23[L3)[14)[23)[24][34]]

gap> hom := ActionHomomorphism(g,comb,OnSets);

<action homomorphism>

gap> h := Image(hom);

Group([ (1,4,6,3)(2,5), (2,4)(3.5) ]

gap> Size(h);

24

4.5 Oefeningen

1. beschouw de volgende matrices ovér

Ol 1 1 1 1 1 11 01 1 1 1 1 1 11
2 2 2 2 2 2 2 2 % 2 2 2 2 2
13 1 1 1 I 1 I 3 i1 1 1 1
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
PR R S T T i ot 10111
4 4 4 4 4 4 4 4 4 1 4 4 4 4
m =B 1 1 13 i1 1 ‘m-=B 1 i 1 03 1 1 1
1 4 4 4 4 4 4 4 1T 4 4 4 3 % 4 4
1 1 i 1 3 i 1 i1 1 1 3 i 1
4 4 4 4 1 4 4 4 2 4 4 4 4 4
i 1 i 1 1 3 1 i 1 1 1 1 3 1
4 4 4 4 4 1 4 4 1 4 4 4 1 4
i 1 i 1 1 1 3 i 1 1 1 i 1 3
4 4 4 4 4 4 1 4 1 4 4 4 4 1

(o2}
w



0 1 0 1
1 000O0O0O 1 0000O0DO
001000 01 00O0O
01 00O00O0 000O0O1O00
m,=B0 0 01 0O ;m3=RBO0 0 1 0 0 O
0O000O0OO0O11O0 0O00O0OO1O
0 00O01 0 00O01
0O000O0O0O01 000O0OOO01
0 1 0 1
1 000O0O0O 1 0000O0DO
01 0O0O00O0 01 00O00O
001000 0010O00O
m;=B0 0 0 0 10 ;ms=RBO0 0 0 1 0 O
000100 0 0O0OO012
0 00O012 0O00O0O10O0
000O0O0O01 00O0OO0OO012
Ol 0 00O O(%
01 0O0O00O0
001000
me=BO 0 01 0O
0O00O0OO10O0
00O0OO0OO
0O000O0OO0O0O0T10O0

Beschouw de groepm voortgebracht door my; my; ms; my; ms; mg en m; en de
deelgroepn 6 m voortgebracht doorm,; ms; my; ms; mg en my.

De nieer deze groepen in GAP, maak gebruik van de Igap4.5.1 om deze
matrices in te voern in GAP.

Bepaal de rechtse nevenklassen vanin m.

De nieer een actie van' : m ! Sym() waarbij = f1;:::;Ng, met N
het aantal rechtse nevenklassen vamin m, waarbij * de actie vanm op de
rechtse nevenklassen voorstelt door rechtse vermenigugidg.

Bepaal het aantal banen varm op , met de verzameling van ongeordende
tripels van rechtse nevenklassen van in m, waarbij m op werkt door
rechtse vermenigvuldiging. Gebruik daarbij de actie die ja het vorig punt
de nieerde.

2. De volgende methode genereert random elementen van deegré&cymf), in de
veronderstelling dat we random elementen uit intervallenlnnen genereren. Start
met een random keuze voor9l De keuze voor het beeld2moet in de verzameling
dit algoritme in GAP en/of MAGMA.
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3. Implementeer de procedureBrinitialize en PrRandom in GAP of MAGMA,
maar laat alle SLP berekenen achterwege. Beschouw de groep(@ g en laat

deze procedures random elementen van deze groep genereren.

4. Implementeer de functieOrderBounded in GAP en/of MAGMA.
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Hoofdstuk 5

Eindige permutatiegroepen

5.1 Banen en stabilisatoren

We veronderstellen in deze sectie dab een permutatiegroep is voorgebracht door de

Verder veronderstellen we ook dat voor elke 2 en elke x 2 X, het beeld * kan
berekend worden, en dat we eenvoudig kunnen beslissen ofeveéementenx;y 2 aan
elkaar gelijk zijn. In het geval dat = f1;:::;ng N zijn deze veronderstellingen
op een vrij eenvoudige manier te realiseren. Als bijvoorb&ld de verzameling van
deelgroepen is varG, waarbij de actie toevoeging is, dan is deze veronderstet]i veel
moeilijker te realiseren. We denken onder andere aan hetters van de gelijkheid tussen
twee deelgroepen. Een eenvoudig algoritme om de baan va@ onder G te berekenen
is het volgende.

Algoritme 5.1: baan van een element

Orbit ( ,X)

Invoer : een geordende verzameling generator&n=[xy;:::;X] voorG, 2
Uitvoer : de baan ©

=[ I
for 2

do for x 2 X
doif *62
then voeg * toe aan ;

OO hs, WNPE

return ;

Wat betreft de for-lus op lijn 3 hebben we dezelfde opmerkingls in Hoofdstuk 1,
pagina 8.
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Alle elementen die toegevoegd worden aan zijn het beeld vaeen element 2
onder een elemenk; 2 X . Bijgevolg is noodzakelijkg G, Stelnudat = 9 voor
een elementy 2 G. Omdat X de groepG voortbrengt, geldt dat g = X;,Xi, :::X;, met
alle xj; 2 X. We tonen door middel van inductie opk dat tot de geconstrueerde

behoort. Dit is waar voork = 0, omdat dan = en ge-enitialiseerd werd als [ ].
We veronderstellen dat := 92 voor 9= X, X, :: 'Xi, ,,» met een vastek > 0. Het
volgt onmiddellijk dat = X zal worden toegevoegd aan . We besluiten dat 2

In de veronderstelling dat beelden * kunnen berekend worden in constante tijd,
en dat constante tijd kan gecontroleerd worden of elementaran in zitten, is het
eenvoudig in te zien dat de complexiteit van dit algoritmeéd(j jr) is.

In gap en magma kunnen weérbit eenvoudig implementeren (lesgap5.1.1 en
gap5.1.1.i , magmab5.1.1en magmab.1.1.i, hier tonen we enkel de implementatie in
magma).

orbit := function(delta,S)
local new,0,s,gamma;
o:=1{
new := {delta};
while not ( #new eq 0 ) do
0 = new join o;
new = {};
for gamma in o do
for s in S do
if not (gamma”s in o) then
new:=Include(new,gamma”s);
end if;
end for;
end for;
end while;
return o;
end function;

Magma V2.8-10 Wed Feb 1 2006 15:51:25 on colossus [Seed = 43167122]
Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.

> load "magma5.1.1";

Loading "magmab5.1.1"

> G:=PermutationGroup<11| (1,4,5,11,6,10,3,2)(7,8),(1 14,5,11,6,10,3,2)(8,9),(1,4,2,3)(5,11,10,6) >;
> S:=Generators(G);

> orbit(1,S);

{1, 2 3 4,5 6, 10, 11 }

> orbit(7,S);

{7,8 9}

> |sTransitive(G);

false

> Orbit(G,1);

GSet{ 1, 2, 3, 4, 5,6, 10, 11 }

> Orbit(G,7);

GSet{ 7,8, 9}

Loading the library. Please be patient, this may take a while

GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.3.0-gcc

Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> Read("./Courses/compalg2006/tex/gap/gap5.1.1");

gap> G:=Group([ (1,2,3,4)(5,6,7,8),(1,5)(2,8)(3,7)(4, 6) 1)

Group([ (1,2,3,4)(5,6,7,8), (1,5)(2,8)(3,7)(4,6) ])

gap> S:=GeneratorsOfGroup(G);

[ (1,2,3,4)(5,6,7,8), (1,5)(2,8)(3,7)(4,6) ]

gap> orbit(1,S);

[1,2 3,45, 6,7 8]

gap> Orbhit(G,1);

[1,25 3,8, 6, 4, 7]

gap> IsTransitive(G);
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true
gap> IsTransitive(G,[1..8]);
true

In bepaalde situaties zijn we niet enkel geteresseerd in de baan© zelf, maar willen
we ook voor ieder element 2 ©, een elementu 2 G kennen, waarvoor Y = . We
weten dat de verzamelingfu j 2 ©g een rechtse transversaal is van de stabilizator
G van in G. Men kan de volgende stelling aantonen (zie [3]).

Stelling 5.1.1. G =hfuxu j 2 ©;x2 Xgi

De elementen van de verzameling in het rechterlid worden dg&chreiergeneratoren
(E: Schreier generators van G genoemd. De volgende functieQrbitStabilizer
geeft een lijst terug die paren (;u ) bevat, voor alle 2 ©, en een lijst generatoren
Y van G .

Merk op dat het mogelijk is dat een berekende Schreiergenenade identieke is.
Immers, wanneer een element* gentroduceerd wordt in , dan geldt natuurlijk dat
ux = u X, waaruit volgt dat de geassocieerde Schreiergenerator dentieke is. We
zeggen dat de Schreiergenerat@er de nitie triviaal is. We noteren in dit gevalu «x
u X. Een dergelijke generator voegen we natuurlijk niet toe aade lijst Y. Het is echter
ook mogelijk datu x = u x maaru x 6 u x. Het voorgestelde algoritme zal in dat
geval toch de identieke toevoegen aan.

Algoritme 5.2: baan van een element en stabilisator

OrbitStabilizer ( . X)
Invoer : 2 , X =[Xqg;:::5%], X; 2 Sym() met hXi =G
Uitvoer : , Y zoals boven beschreven.
=[( ;5 1a)l;
Y =I;
for (;u )2
dofor x2 X doif *62
then voeg ( *;u x) aan ;
else voegu x(u x) !toe aany;
return , Y;

~NOoO ok WN PR

Een belangrijk en veel gebruikt hulpmiddel om de elementeran de transversaal te
berekenen is de zogenaamde Schreiervector. We veronddlestedat = f1:::ng voor
een bepaalden 2 N. Indien (G; ) een permutatievoorstelling is van hoge graad (b.v.
10°; 10') die transitief werkt, dan willen we het opslaan van de eleméen u vermijden.
We voeren in de volgende de nitie het begrip Scheiervecton.i We veronderstellen nog
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De nitie 5.1.2.  Een Schreiervector(E: Schreier vectoy geassocieerd aan een element
2 s een lijstv van lengten die de volgende eigenschappen heeft:

vl 1= 1,

als *i, gebruikmakend van het algoritm®rbit ,
v[ ]=0 voor alle 62 ©.

Dit houdt ook in dat v kan gebruikt worden als een karakteristieke functe van de
baan €. De volgende functieOrbitSv , is een aangepaste versie van de functbit
die meteen de Schreiervector bepaalt.

Algoritme 5.3: baan van een element en Schreiervector

OrbitSv ( ,X)

Invoer : een geordende verzameling generator&n=[Xq;:::;X] voor G, 2
Uitvoer : de baan © en bijhorende Schreier vectov
for i 2 [1::n] do v[i] :=0;
=[ Lv[]= 1,
for 2
dofor x2 X doif *62
then voeg * toe aan ; V[ *]:=i;
return v,

OO, WNPE

We voeren het algoritme uit op het volgende voorbeeld. Besaw een deelgroeis
van Sym(), n = 7, voortgebracht doorx; = (1;3;7)(2;5) enx, = (3;4;6;7). We passen
OrbitSv toe voor =1. wordt ge enitialiseerd als [1] env als [ 1;0;0;0;0; 0; 0]. De
hoofdlus start met = 1. Eerst wordt x; gebruikt, wat tot toevoegen van 3 leidt, en
v[3] = 1. Gebruik van x, levert niets op, want ¥2 =1 2 . We gaan verder met =3,

X1 =7 62, 7 wordt dus toegevoegd env[7]=1; *2=4 62, 4 wordt dus toegevoegd
env[4] = 2. We gaan verder met =7, *t =1 2 , er wordt niets toegevoegd,
hetzelfde geldt voorx,. We gaan verder met =4, ** =42 ; *2=6 62, dus
6 wordt toegevoegd erv[4] = 2. Tenslotte zijn 6** en 62 element van , de lus wordt
dus beeindigd. We vinden = f1;3;7;4,6genv=[ 1,0;1;2;0;2;1].

We kunnen nu een Schreiervector gebruiken om een elemantte berekenen.

70



Algoritme 5.4: trace functie

Trace ( ,v,X)
Invoer : een geordende verzameling generator&n=[Xq;:::;X,] voor G
Schreiervectorv voor een 2
Uitvoer : u , zodat Y = 2 © false als 62 ©.
1 if v[]=0
2 then return false ;
3 u=1g k:=v[];
4 while k6 1
5 do u:= x¢ u;
6 = Xkl,
7 k:=v[ ]
8 return u;

Passen we deze functie toe op bovenstaand voorbeeld met 6, dan vinden we

achtereenvolgens/[6] = 2, dusu := X, en = 6*2" = 4, dan vinden wev[4] = 2, u
wordt X3, :=4%" = 3. Dan vinden wev[3] = 1, dus u wordt x;x2 en wordt 3% = 1.
Tenslotte wordt de uitvoering beeindigd metv[1l]= 1, enu=(1;6;3;4;7)(2;5) wordt
teruggegeven.

De functiesOrbitSv enTrace kunnen eenvdouig in GAP en Magma @splementeerd
worden. (les: gap5.1.2, gap5.1.2.i , magmab.1.2en magma5.1.2.i, enkel de GAP
voorbeelden zijn opgenomen.)

orbitsv := function(delta,S,omega)
local new,o,s,gamma,v;
o:=[J;
vi=[l;
for gamma in omega do
v[gamma]:=0;
od;
new:=[delta];
v[delta] := -1;
while not ( Length(new) = 0 ) do
o := Union(new,o0);
new := [J;
for gamma in o do
for s in S do
if not (gamma”s in o) then
Add(new,gamma’s);
v[gamma”s]:=Position(S,s);
fi;
od;
od;
od;
return [o,v];
end;

trace := function(beta,v,S)
local uk;
if vlbeta] = O then
return false;
else
u =0
k = v[beta];
while not (k=-1) do
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u := S[k]*u;

beta := beta(S[K]*(-1));

k = v[beta];

od;
fi;

return u;

end;

Loading the library. Please be patient, this may take a while

GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.3.0-gcc

Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> Read("./Courses/compalg2006/tex/gap/gap5.1.2");

gap> a := (1,3,7)(2,5);

(1,3,7)(2,5)

gap> b = (3,4,6,7);

(3.4,6,7)

gap> S = [a,b];

gap> r := orbitsv(1,S,[1..7]);

[[13,46,7],[-1,0 1,202 1]]

gap> v = r1[2];

[-1,0,1,20 2 1]

gap> trace(6,v,S);

(1,6,3,4,7)(2,5)

Om deze paragraaf te eindigen beschrijven we nog een eenwedoepassing. Stel
dat een baan © gegeven is. Met behulp van de functi€race kunnen we de elementen
u berekenen, met behulp van de functi®rRandom kunnen we random elementen
van G berekenen. Stel dag 2 G zo een random element is, en stel:= 9, danisgu !
random in G .

Algoritme 5.5: random stabilizator van een element

RandomStab ( ,v,X)

Invoer : G = hX i, Schreiervectorv voor baan ©
Uitvoer : een random element varG .

1 g:=PrRandom (G).

2 h:=Trace ( 9 v;X); return gh 1

5.2 Controle op alternerende of symmetrische groep

In deze paragraaf beschrijven we een snel en eenvoudig Mo@rlo algoritme om te
testen of een groep die transitief werkt op een verzameling gelijk is aan Alt() of
Sym(), op voorwaarde dat | | 8. Een positief antwoord is gegarandeerd correct,
terwijl een negatief antwoord fout kan zijn met een bepaaldarobabiliteit. Merk op dat

in het geval van een positief antwoord het eenvoudig is om na gaan of de groep dan
gelijk is aan Alt() of Sym(), het volstaat om te controlere n of alle generatoren van
de group even permutaties zijn.
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Wanneer een onbekende permutatiegroe@ in beschouwing genomen wordt, die
werkt op , dan kunnen we met de algoritmes uit vorige sectie d transitiviteit nagaan.
Indien de groep transitief werkt, dan kunnen we nagaan of héit() of Sym() betreft
met het hier voorgestelde algoritme. Het algoritme is gebesrd op de volgende stelling

Stelling 5.2.1. Beschouw een groefs 6 Sym() die transitief werktop ,j j = n.
Stel datp een priemgetal is,; <p<n 2. Als een element varG een cycel van lengte
p bevat, dan isG isomorf metAlt() of metSym() .

Het algoritme ISAtSym gebruikt deze stelling en wordt als volgt opgebouwd. We
kiezenN (n; ) random elementen uitG. Indien een gekozen element egncycel bevat,
met 3 < p <n 2, dan geven werue terug. Merk op dat hieruit de voorwaarde
n 8 volgt, omdat er geen priemgetallen liggen tuss€h<p<n 2 voorn< 8. Uit
stelling 5.2.1 volgt dat een antwoordrue correct is. Het getalN (n; ) moet nu bepaald
worden waardoor een antwoordalse met probabiliteit kleiner dan fout is. Het is
geweten dat de verhouding tussen het aantal elementen dangecycel bevat, voor alle
priemgetallenp, 5 <p <n 2, en het totaal aantal elementen van de groep, is minstens

©
Ol

waarbij gesommeerd wordt over alle priemgetalle <p <n 2. De resUit de getal-

theorie kennen we een afschatting voor deze sor, éi)), maar voor kleine waarden van
n (n 185), is deze afschatting (veel) te groot. We kiezen een wdarc(n) als volgt:
c(n) :=0:34voor8 n 16 enc(n) := 0:57 voorn > 16. Dan is de afschatting
o(n) s steeds een ondergrens voor de som. Stéh) := c(n){cs, dan is dit dus een
ondergrens voor de verhouding elementen die epitycel bevatten ten opzichte van alle
elementen. De kans dat we na het kiezen vah random elementen nog steeds geen
element dat eenp-cycel bevat, gekozen hebben is dus (1d(n))* < e 9Mk waaruit we
N(n; ):= % stellen, wat garandeert dat de kans op het kiezen van een nigtycel

uit de groep Alt() of Sym() na N(n; ) keuzes, kleiner maakt dan.
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Algoritme 5.6: controle op alternerende of symmetrische @ep

ISAtSym (G; )
Invoer : een groepG, probabiliteit
Uitvoer : true of false
Initialiseer N (n; ).
for kin [1:N(n; )]

do g := PrRandom (G);

if g bevat p-cycel
then return true ;

return false ;

OO0 hs, WNPE

We illustreren deze functie in GAP (les: gap5.2.1 engap5.2.1.i )

isaltsym := function(G,s)
local N,g,i,bool,lengths,n,primes;
n := NrMovedPoints(G);

if n > 16 then
N := Quolnt(100*(LoglInt(s,2)+1)*(LogInt(n,2)+1),48)+1
else

N := Quolnt(100*(LoglInt(s,2)+1)*(LogInt(n,2)+1),82)+1
fi;
bool := false;
primes := [J;
i = Quolnt(n,2);
i = NextPrimelnt(i);
while i < n-2 do
Add(primes,i);
i := NextPrimelnt(i);
od;
i=1;
while ((not bool) and (i < N)) do
g = Random(G);
lengths := CycleLengths(g,[1..n]);
if Length(Intersection(lengths,primes)) > 0 then
bool := true;
fi;

= i+l

od;

return bool;

end;

gap> n := 49;

49

gap> perm := [J;
gap> perm[49] = 1;
1

gap> for i in [1..48] do
> perm[i] = i+1;

> od;

gap> g = Sortex(perm);

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20 ,21,22,23,24,25,26,27,28,
29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45, 46,47,48,49)

gap> h = (1,2);

1.2)

gap> G := Group([g,h]);

<permutation group with 2 generators>

gap> Read("./Courses/compalg2006/tex/gap/gap5.2.1");
gap> s = 2;

2

gap> isaltsym(G,s);

true

gap> h := (47,48,49);

(47,48,49)

gap> H := Group([g,h]);

<permutation group with 2 generators>
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gap> isaltsym(H,s);

true

gap> g = (4,8)(5,6)(9,10);
(4,8)(5,6)(9,10)

gap> h = (2,5)(3,4)(7,10)(8,9);
(2,5)(3,4)(7,10)(8,9)

gap> i = (1,3,5,2,4)(6,8,10,7,9);
(1,3,5,2,4)(6,8,10,7,9)

gap> | := Group([g,h,i]);
Group([ (4,8)(5,6)(9,10), (2,5)(3,4)(7,10)(8,9), (1,3, 5,2,4)(6,8,10,7,9) ])
gap> isaltsym(l,s);

false

5.3 Bloksystemen
5.3.1 Inleiding

Beschouw een groefls 6 Sym(n) voortgebracht door een verzameling generatoren

sitief werkt op . Indien G inderdaad transitief werkt, dan is de natuurlijke vraag oiG
primitief werkt op . In deze paragraaf veronderstellen we @t G transitief werkt op .
We herhalen datG primitief werkt op als en slechts als G geen niet triviale partitie
van invariant laat. Indien we dus een bloksysteem kunnen wden, dan kunnen we
meteen besluiten datG imprimitief werkt op . We bespreken in deze paragraaf een
altoritme om een bloksysteem te bepalen, indien er een besta Beslissen of een per-
mutatiegroep imprimitief werkt, m.a.w het vinden van een lbksysteem, is een van de
(weinige) computationele problemen over permutatiegroep die e ci ent kunnen opge-
lost worden zonder de kennis van een zogenaamde verzameliag sterk voortbrengende
generatoren.

Voor we dit algoritme beschouwen, voeren we een alternateevnanier in om blok-
systemen te beschrijven.

De nitie 5.3.1.  Stel dat een permutatiegroefis op  werkt. Een equivalentierelatie
op wordt eenG-congruentie(E: G-congruencg genoemd als impliceert dat
9 9vooralle; 2 enalleg2G.

Veronderstel datG transitief op werkt. Stel dat er een bloksysteemf 9jg2 Gg
is voor deze werking. Dan de reren we als volgt een equivalentierelatie op :
als en slechts als en behoren tot het zelfde blok. Het is duidelijk dat deze relagi
een G-congruentie is. Het omgekeerde is echter ook waar: als en d&&-congruentie
bestaat, dan de nieren de equivalentieklassen een bloksysteem. M.a.w. blgkemen
en G-congruenties zijn equivalent.

De nitie 5.3.2. Als S een relatie is over , dan is deG-congruentie voortbgracht door
S de doorsnede van all&-congruenties dieS bevatten.

In het kader van deze de nitie is het vinden van een bloksysten dus equivalent met
het vinden van deG-congruentie voortbegracht doorff ( 1; {)j2 i Kg.
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Het basis algoritme dat we beschrijven is in staat het kleites blok van G te vinden
dat k > 1 elementen ;;:::; 2 = f1l:::ngbevat, samen met de andere blokken in
het geassocieerde bloksysteem. Uiteraard is het mogelijtar geen dergelijk bloksys-

een bloksysteem vinden of aantonen dat er geen bestaat, deenvoudig het algoritme
uit te voeren op den 1 initiele verzamelingerf1; g, 2 n.

Deze procedure kan zelfs e @nter. Het is duidelijk dat als en in dezelfde baan
liggen van de stabilizatorG; van het punt 1, dat een blok de elementen;1 bevat als
en slechts als het de elementen 1 bevat. We moeten daarom niet den 1 koppels
fl, 9,2 n, gebruiken, maar enkel de koppelsl, g met die varieert over de
representanten van de banen va;. We vermelden wel dat het bepalen van de groep
G, op de meest e ciente wijze gebeurt indien er een zogenaamde basis en verZaige
sterk voortbrengende generatoren gekend is. Indien dezetnbeschikbaar is, kunnen
we echter wel een random stabilizatorgroep van 1 berekenertnbehulp van de functie
RandomStab . Een deelgroep varG; kunnen we snel bepalen door deze functie enkele
keren op te roepen.

Indien elke G-congruentie voortgebracht doof 1; g, 2 n een triviale relatie
is, wat zich in dit geval manifesteert doordat deze relatie aar een equivalentieklasse
heeft, namelijk , dan besluiten we dat de groepG primitief werkt op .

5.3.2 Het atkinson algoritme

Het voorgestelde algoritmeMinimalBlock  manipuleert een genitialiseerde equivalen-
tierelatie opfl:::ng. Dek gegeven punten worden ineen klasse geplaatst, alle ovge
punten van vormen een verschillende klasse. Tijdens de wibering zullen sommige
van deze klassen samengevoegd worden. Na de uitvoering isadegepaste eenG-
congruentie voortgebracht door verzameling( 1; i)j2 i kg. Op elk ogenblik zullen
we van elke klasse de representant opslaan. We vermelden nag) representanten van
samengevoegde klassen die overbodig worden door de saneging, opgeslagen worden
in een lijst g van lengtel. We initialiseren deze lijst alsf {j2 i kg. De While-lus
doorploopt de punten in de lijstg. De equivalentieklasse waartoe een punt behoort is
genoteerd alsClass ( ), en de representant alfkep( ). Zoals gebruikelijke veronder-
stelling we dat de groepG voortgebracht wordt door een lijstX van generatoren.
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Algoritme 5.7: een minimaal bloksysteem

MinimalBlock (G,f 1;:::; «Q)
Invoer : een groepG = hXi, die transitief werkt.
Uitvoer : G-congurentie voortgebracht doorf( 1; «)j2 1 kg
1 |Initialiseer alsff ;j1 i kg[f g 6 (1 i Kk)g.
2 fori2[1:::k 1]
3 do ofi] == w1;
4 | =k 1;i:=1;
5 while i |
6 do :=(i];i:=1+1;
7 for x 2 X
8 do :=Rep( );
9 =Rep( *);
10 =Rep( *);
11 if 6
12 then Voeg klasseClass ( ) en Class ( ) samen;
13 Kies representant van de nieuwe klasse;
14 [ :=1+1; ql] :=Rep( ).
15 return

We voeren dit algoritme uit op de groepG = hxy; X0, X3 = (1;2;3;4;5;6), X, =
(2;6)(3;5). Stel =1, ,=3. Derepresentant van de klass&l; 3g wordt 1, 3 wordt op
de lijst q geplaatst. De lus wordt gestart met = 3. Met x = X, krijgenwe =1, =4,
= 2, de klassenf 2g en f 4g worden dus samengevoegd, we kiezen 4 als representant
en plaatsen 2 op de lijstg. Met x = x, krijgenwe =1, =5, =1, waarmee we
dus de klasserf 1; 3g en f 5g samenvoegen. We kiezen 5 als representant, en plaatsen 1
op de lijst g. Het volgende element in de lijsty, = 2, levert, met x = x;, =4 en
= =b5maarmetx = x,, =5en =6, =4, dus worden de klasseri?2;4g en
f 6g samengevoegd, we kiezen 6 als representant en plaatsen 4ddijdt g Met =1,
X =X, vindkenwe =5 = =6, x=Xx,geeft =5, = =5, Tenslotte geeft
=4, X=X, =6, = =5enx=X,, =6, = =6. De equivalentieklassen
zijn dus f1;2;3g enf2;5;6g, en deze bepalen een bloksysteem.
We tonen nu aan dat het algoritme wel degelijk aan de beschviing voldoet.

Stelling 5.3.3. De equivalentierelatie bepaald door het algoritnMinimalBlock is de
G-congruentie voortgebracht doof ( 1; i)j2 i kg.

Proof. We noteren de relatie die teruggeven wordt dodvlinimalBlock  als . De
G-congruentie die voortgebracht wordt doof ( ;; )j2 i kg noteren we als . We
bewijzen dat =
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We tonen eerst aan dat uit , op elk moment in de uitvoering en voor alle, 2
I, volgt. Na de initialisatie is dit in elk geval waar, omdat danf ;j1 i kgde
enige niet triviale -klasse is. Wanneer twee klassen samengevoegd worden rigdde
uitvoering, dan bevatten ze de beelden* en * (; 2 , x 2 G), waarbij voor
het samenvoegen. We veronderstellen dat en gaan verder door volledige inductie.
Omdat eenG-congruentie is, geldt * X, en de eigenschap impliceert
blijft waar na samenvoegen. Per inductie hebben we aangetmbdat deze eigenschap
altijd geldt, en dus ¢

Omgekeerd, om aan te tonen dat r is het voldoende om aan te tonen dat ¢ een
G-congruentie is, omdat ze zekefr( 1; i)j2 1 kg bevat. We moeten dus aantonen
dat F 9 ¢ 9 impliceert voor alleg 2 G. Het is duidelijk dat het volstaat
om dit aan te tonen voor de generatoren vafs. Merk ook op dat telkens wanneer een
punt toegevoegd wordt aan de lijsig, er geldt dat Rep( ) = voor toegevoegd
werd enRep( ) 6 nadat toegevoegd werd. Dit toont trouwens ook aan dat elk
element hoogstens eenmaal aan de lijgtwordt toegevoegd, en dat het algoritme dus
noodzakelijk eindigt na een eindig aantal stappen.

Stel dat I de lengte van de lijstqis op het einde van de uitvoering. Voor 2 [1:::n]
de nieren wew( )= kalsgk]= enw( )= Iz +1als nog niet voorkomt in de lijst
g op het einde van de uitvoering. We gebruiken inductie op:= 21 +2 w( ) w( ).
Als z = 0, dan behoren noch noch tot de lijst, dus, gezien de opmerking hierboven,
Rep( )= enRep( )= . Maar r impliceert dat = , dus valt er in dit geval
niets te bewijzen. Alsz > 0, dan behoort ten minste een van de elementen tot de
lijst, stel bijvoorbeeld = gk]. Wanneer wei = k bereiken tijdens de uitvoering en we
de actie van de generatok van G beschouwen, hebbenwe= en =Rep( )6
Opditpuntis een -klasse representant en behoort het dus niet tot de lijgf Daaruit
volgt w( ) >w( ). De klassen van * en * worden nu samengevoegd, dus® ¢ *.
Omdat w( ) > w( ) hebben we dat * ¢ * door de inductiehypothse, waaruit het
resultaat volgt.

5.3.3 Het samenvoegen van klassen

Voor de volledigheid beschrijven we het samenvoegen vanddan. De informatie over
de -klassen is opgeslagen in een arrpymet n posities, die voldoet aan de voorwaarden
Pl ] enp[ ]= 0 Rep( ). Het opvragen van een representant gebeurt door
de volgende implementatie varRep.
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Algoritme 5.8: representant van een klasse

Rep(;p)
Invoer : 2 [1:::n], array p
Uitvoer : Representant van de klasse die bevat.
=5 =k
while 6
do = ; =p
return

A OWOWN PR

De volgende procedure voegt twee klassen samen. We makemrg&lvan een tweede
array c. Deze array bevat op positie de kardinaliteit van de klasse die bevat. Men
kan aantonen dat het iets e cienter is om de nieuwe representant te kiezen uit de klasse
met de grootste kardinatliteit. De procedure voegt twee kisen samen, past de arrays
c enp aan, en slaat de verwijderede representant op in de lijgt Voor de arraysc enp
en de lijst g wordt er daarom een pointer meegegeven.

Algoritme 5.9: samenvoegen van klassen

Merge ( ,, ¢, p, q |I)

Invoer : ; 2, c,paql.
1 =Rep(;p); =Rep(; p);
2 if 6
3 thenif ¢ ] d ]
4 then = ; =
5 else = ; = ;
6 pl1:= ;e ]=c ]+ ]
7 [:=1+1; ql]:= ;

Tenslotte geven we een versie vavinimalBlock  die Rep en Merge gebruikt.
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Algoritme 5.10: een minimaal bloksysteem (2)

MinimalBlock (G,f 1;:::; «0)
Invoer : een groepG = hXi, die transitief werkt.
Uitvoer : G-congurentie voortgebracht doorf( 1; «)j2 i kg

1 for i2[1l:::n]do p[i] :=1i; ci] :=1;

2 fori2[1:::k 1]do p[ i+«1]:= 1;

3 fori2[1:::k 1]do qi]:= i+1;

4 d {]=ki:=2;1=k 1,

5 while i |

6 do :=qi];i:==1i+1;

7 for x2 X

8 do :=Rep(; p);

9 Merge ( *; *; ¢ p; q; I);

10 for i 2 [1:::n] do Rep(i; p);

11 return p;

We geven een kort praktisch voorbeeld in GAP (le:gap5.3.1.i ).

Loading the library. Please be patient, this may take a while

GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.3.0-gcc

Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> G := Group([(1,2)(3,4)(5,9)(6,7),(2,5,7),(2,4,5,8 ,7,3)(6,9),(3,4,8)]);

Group([ (1,2)(3,4)(5,9)(6,7), (2,5,7), (2,4,5,8,7,3)(6 ,9), (34.8) 1)

gap> Order(G);

162

gap> orbits := Orbits(G,[1..9]);

[[1 25 4978,361]]

gap> blocks := Blocks(G,[1..9]);

[[1,6,9],[25 7],[3 4381]]

5.4 Basis en sterk voortbrengende generatoren

5.4.1 Inleiding

In 1970 voerde C. Sim'seen ketting van deelgroepen van een eindige permutatiegpoe
in, die een belangrijke rol zou spelen bij de ontwikkeling wae ci ente algoritmen voor
eindige permutatiegroepen.

We beginnen deze paragraaf met de invoering van alle notatien de nities in ver-
band met het nieuwe concept. We veronderstellen opnieuw d@teen eindige permuta-

1Charles C. Sims. Computational methods in the study of permutation groups in Computational
problems in abstract algebra J. Leech, ed. Oxford 1970. (Oxford 1967), Pergamon Press
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van verschillende elementen is van . De nieertG") := G ... ., voorl i k+1,de
xator vanderij[ 1;:::; i 1]in G. (dus G® = G). |
Voor1l i k+1denierenweS® =S\ GO H®O:= isOien O:= HY we

noteren de rechtse transversaal vaH ('i) in HO alsU® . Door de orbit-stabilizer stelling
weten we datu® = fu®j 2 Mg, waarbij ; dooru afgebeeld wordt op .

WanneerB en S gekend zijn, dan kunnen de verzamelinge®) eenvoudig berekend
worden, waaruit de baan @) en een bijhorende Schreiervector, met behulp van Or-
bitSv kan berekend worden. Met behulp varv; en de functieTrace kunnen we de
verzamelingenU(i) berekenen. Met de notatie bedoelen we een datastructuur die de
banen @ en de transversalerU®) bevat.

Een geordende riB wordt eenbasis(E: basg¢ genoemd als en slechts als het enige

Gk+) = f1gen
fig= G*D 6 W6 :::6 G@6 GV =G

De geordende rifS wordt eenverzmaling van sterk voortbrengende generatoréfr strong
generating sex ten opzichte van een basi8 genoemd, als en slechts ald () = SMj =
G voor allei =1:::k+ 1. Ditis per de nitie waar voor i = 1. We zullen een korte
notatie invoeren: een koppelB; S) is eenbasis en sterk voortbrengende verzameli(tg:
basis en strong generating sgtgenoteerd BSGS, als en slechts as een basis is voor
de groepG en S een verzameling sterk voortbrengende generatoren voor deep G
ten opzichte van de basid8. We noemenG(") de i-de basis stabilizato(E: i-th basis
stabilizen en ) = S dei-de basisbaarfE: i-th basic orbif).

een ha_ndige manier om elk element te schrijven als een uniekgukt g = ucux 1:::uy,
ui 2 UM, Merk tenslotte ook op dat de orde van groef® gelijk is aan

iGj = ju®j jul Bj juBj juWj

(E: base imaggvan B onderg.
Lemma 5.4.1. Het basisbeeld vaB onder g bepaaltg 2 G uniek

Bewijs. Als B9 = B" voor twee elementerg; h2 G, then geldt uiteraard B9" ' = B,
maar enkell 2 G xeert de basis B volledig, waaruit g = h volgt.

Een van de voordelen die de representatie van elementen vaan groep als basisbeel-
den heeft, is het feit dat een basis van een groep dikwijls @i minder elementen bevat
dan de graad van de groep. Het is ook duidelijkd dat een gro€y van graadn, met
een basis van lengté, een orde heeft die hoogstens‘ is. De symmetrische groefs,

81



daarentegen heeft geen basissen die minder dan 1 elementen bevatten. Kiezen we als
basisB =[n;n 1;:::;3;2], dan isG") = S, i.1. Momenteel is het zo dat het concept
\basis en sterk voortbrengende generatoren™ aan drie belgmjke eigenschappen voldoet
die we als volgt kunnen omschrijven:

Universaliteit: Voor de meerderheid van de fundamentele algoritmen voor rpauta-
tiegroepen blijkt ee BGSG een zeer e @nte voorstelling van de groep te zijn.

Erfelijkheid: Bijna alle algoritmen die gebruikt worden om deelgroeperetconstru-
eren en homomorfe beelden van permutatiegroepen hebben dgerschap dat de deel-
groep of het beeld de BSGS erft van de oorspronkelijke groep

Beschikbaarheid Er zijn e ci ente algoritmen beschikbaar om een BSGS te constru-
eren.

We geven een voorbeeld van een BSGS voor de grdgproortgebracht doora =
(1,2,4,5;7,3;6) enb = (2;4)(3;5). Deze groep heeft orde 168 en stelt de actie van
P L(3 ;2) op de punten van PG(22) voor. Een basis is bijvoorbeeld =[1;2;4] en een
verzameling sterk voortbrengende generatoréh=[s; = a;s, = b; s =(4;5)(6;7);s4 =
(4,6)(5;7)]. De stabilisatoren zijnG = G® = ha;ld, G; = GY = ho;s;84i, Gpp =
G® = hsg;s4i. De transversalen ziinU®W = f1;a; a; a%; a*; a® afg, U@ = f1;Db;bs; bs,
;bgb; bgs,genU® = f1;s;;s,; 83549. De Schreiervectoren zijv® =[0;1;1;1;1;1;1; 1],
v@ =10;0;2;2;3:4;4],v® =[0;0;0;0; 3; 4, 4].

In MAGMA kunnen we dergelijke gegevens eenvoudig opvragete( magma5b.4.1.i)

Magma V2.8-10 Mon Feb 13 2006 14:59:15 on colossus [Seed = 23Q@302753]
Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.
> G<a,b,c> := PermutationGroup<11|(1,4,5,11,6,10,3,2)( 7.8),
(1,4,5,11,6,10,3,2)(8,9),(1,4,2,3)(5,11,10,6)>;
> BSGS(G);
> Base(G);
[7,1,2 3]
> print BasicStabiliserChain(G);
[
Permutation group G acting on a set of cardinality 11
Order = 1008 = 274 * 372 * 7
@, 4, 5, 11, 6, 10, 3, 2)(7, 8)
1, 4, 5, 11, 6, 10, 3, 2)(8, 9)
1, 4, 2, 3)(5, 11, 10, 6),
Permutation group acting on a set of cardinality 11
Order = 336 = 2 * 3 * 7
1, 4, 5, 11, 6, 10, 3, 2)(8, 9)
(1, 4, 2, 3)(5, 11, 10, 6),
Permutation group acting on a set of cardinality 11
Order = 42 =2 *3*7
(2, 10, 11, 6, 4, 3)(8, 9)
(3, 11, 10)(4, 5, 6),
Permutation group acting on a set of cardinality 11
Order = 6 =2 *3
(3, 11, 10)(4, 5, 6)
(3, 4)(5, 11)(6, 10)(8, 9),
Permutation group acting on a set of cardinality 11
Order = 1
|
> print StrongGenerators(G);
{@
1, 4, 5, 11, 6, 10, 3, 2)(7, 8),
(1, 4, 5, 11, 6, 10, 3, 2)(8, 9),
(1, 4, 2, 3)(5, 11, 10, 6),
(2, 10, 11, 6, 4, 3)(8, 9),
(3, 11, 10)(4, 5, 6),
(3, 4)(5, 11)(6, 10)8, 9)
@}

> print BasicOrbits(G);
[
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{@7 8 9 @}

{@ 1, 4,5 2 11, 3, 6 10 @},
{@ 2, 10, 11, 6, 4, 3, 5 @},
{@ 3, 11, 10, 4, 5, 6 @}

> print SchreierVectors(G);

Voor we een algoritme bespreken dat, gegeven een permutgteep G, een BSGS
construeert, beschrijven we eerst een aantal eenvoudigg@itmen die fundamenteel
zijn, een die het nut van het concept BSGS aantonen.

Het algoritme Strip voert de zogenaamde memberschip test uit. Gegeven een groep
G en een elemeng, dan is het nuttig om te testen ofg 2 G. De eerste versie van het
voorgestelde algoritme maakt gebruik van de datastructuur . De tweede versie maakt
gebruik van oproepen van de functie$race en OrbitSv

Algoritme 5.11: membership test

Strip (9,B,S, )

Invoer : g2 Sym(), B,S,
Uitvoer : h2 Sym()en i 2 [1:::k+1]

h:=g;
for i 2 [1:::K]
do = N

if 62 O thenreturn h;i;
Berekenu; 2 UM zodat " = ;
h:= hu, %

return h;k+1;

~No oabh~ wNERE
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Algoritme 5.12: membership test (2)

Strip (9,X,B,S)
Invoer : g2 Sym(), B,S, X brengt G voort
Uitvoer : h2 Sym()en i2 [1:::k+1]

for i 2 [1:::K]

do ®;v; :==0rbitSv ( ;;X)
h:=g;
for i 2 [1:::K]

do = N

if 62 O thenreturn h;i;
ui :=Trace (;vi;X);
h:= hu, %

return h;k+1;

O©OoO~NO O, WNEPEF

Als het teruggegeven element de identieke is, dan kunnen we besluiten daj =
UcUx 1:::U; en dusg 2 G. Ook het omgekeerde geldt. Indien niet de identieke te-
ruggegeven werd, dan werd ook een getal k teruggegeven, en dan weten we dat de
test ; 2 (O faalde. We kunnen het algoritme lichtjes aanpassen om voogregegeven
g 2 G, de unieke factorisatieucux 1:::u; te berekenen.

Algoritme 5.13: membership test (3)

Factor (g,X,B,S)

Invoer : g2 G, B,S, X brengt G voort
Uitvoer : h2 Sym()en i2 [1:::k+1]

for i 2 [1:::K]

do @;v; :==0rbitSv ( ;;X)
h:=g;
for i 2 [1:::K]

do = N

ui :=Trace (;vi;X);
word := u; word;
h:= hu

return word;

O©Ooo~NOoO U~ WwWNEPE

Met een opnieuw kleine aanpassing, kunnen we hetzelfde aigoe gebruiken om
aan de hand van een gegeved, en een basisbeel@9, voor een onbekendg 2 G, het
elementg te bepalen.
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Algoritme 5.14: beeld van een basis

ElementBaselmage (g,X,B,B9)
Invoer : B,S, X brengt G voort, basisbeeldB9, voor eeng 2 G.

Uitvoer : g2 G
1 fori2][1l:::K]
2 do ;v :=0rbitSv ( ;;X)
3 g:=1;
4 1,00 k]l = BY;
5 fori2[1:::K]
6 do u; :=Trace (;vi;X);
7 g:= ug;
8 IFTEREEI ol PTEET U
9 return g;

Deze functie laat zich in gap eenvoudig implementeren. We yawel een paar spe-
ci eke GAP-functies gebruiken. Stel datG een permutatie groep is. De GAP-functie
StabChain(G) berekent een BSGS voor de groep en bijhorende basisbanen () en
Schreiervectorerv. Al deze gegeven worden opgeslagen in een record, dan eemahan
velden heeft, en waarbij het laatste veld kan verwijzen naaen record van hetzelfde type.
Het teruggeven resultaat is dus een recursieve structuur.eRe bundel gegevens speelt
een rol zoals de dataverzameling die we in onze pseudocode gebruikten. De GAP-
functie InverseRepresentative is implementeert in feite onzeTrace functie. Deze
GAP-functie neemt als eerse argument een record zoals tegegeven dooiStabChain,
en een permutatieg. (les: gap5.4.1 engap5.4.1.i ).

permutationbybaseimage =
function(S,baseim)
local dummy,i,g;
i=1;
dummy := ();
repeat
g := baseim[i]*dummy;
if not g in S.orbit then
return fail;
else
dummy := dummy*InverseRepresentative(S,g);
fi;
if IsBound(S.stabilizer) then
S := S.stabilizer;
=i+ 1
fi;
until not IsBound(S.stabilizer);
return dummy”-1;
end;

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.
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gap> a := (1,8,9)(2,11,15)(3,10,12)(4,14,19)(5,16,17)( 6,21,20)(7,13,18);
(1,8,9)(2,11,15)(3,10,12)(4,14,19)(5,16,17)(6,21,20 )(7,13,18)

gap> b := (9,18,20)(12,19,17);

(9,18,20)(12,19,17)

gap> ¢ := (10,21,11)(13,16,14);

(10,21,11)(13,16,14)

gap> G := Group([a,b,c]);

Group([ (1,8,9)(2,11,15)(3,10,12)(4,14,19)(5,16,17)( 6,21,20)(7,13,18),

(9,18,20)(12,19,17), (10,21,11)(13,16,14) ])
gap> S := StabChain(G);
<stabilizer chain record, Base [ 9, 1, 8, 2, 10, 12 ], Orbit len gth 21, Size:
27783>
gap> baseim := [3,21,18,13,19,6];
[ 3, 21, 18, 13, 19, 6]
gap> permutationbybaseimage(S,baseim);
(1,21,9,3,11,15,4,14,17)(2,13,20,7,10,19,5,8,18)(6, 16,12)

We kunnen we het concept BSGS gebruiken om en algoritme te wetrpen dat alle

elementen van een groep bepaalt. Dit algoritme maakt gebkuivan het feit dat we
voor elk elementg 2 G een unieke factorisatie in elementen; 2 U®) hebben. Het is
echter niet nuttig dit uit te voeren voor grote groepen. Dit ecursief algoritme wordt
opgeroepen met =1enh= 1.

Algoritme 5.15: opsomming van alle elementen

Enumerate (B,S, ,l,h, list)

a b~ wWwdNPF

Invoer : B,S, , |: niveau van de recursie
list pointer naar lijst waarin de elementen opgeslagen worden.
h: element uit G uit de vorige laag van de recursie.
Uitvoer : alle elementen varG in lijst list; k := |Bj;
for uin U®
dog:=u h;if =k
then voegg toe aanlist;
else Enumerate (B,S, ,1+1,qg, list);
return list;

Tenslotte kunnen we ook een algoritme ontwerpen om alle bsiseelden te bepalen.

We ontwerpen dit weer als een recursief algoritme.
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Algoritme 5.16: opsomming van alle basisbeelden

EnumerateBaselmage (B, ,l,g, list)
Invoer : , |: niveau van de recursie
B=[ 1 2;:::; 1 1] beginsequentie voor basisbeelden.
g=U 1 U 2 ::: Uy eenelemeng2 G

list pointer naar lijst waarin de basisbeelden opgeslagen wonde
Uitvoer : alle elementen varG in lijst list; k := jBj;

1 if I=k+1(* kislengte van basis, eventueel te vinden in *)
2 then VoegB toe aanlist.
3 else
4 for alle ;2 ( )9
5 do u; :=Trace ( ¢ VM) meticn msoruk van ce argumerten van  Trace
6 EnumerateBaselmage (B; ;I+1;u g; list)
Een oproepEnumerateBaselmage ([]; ;1;1; list) zorgt voor de berekening van

alle basisbeelden en slaat die op in een lijBst .

5.4.2 Het Schreier-Sims algoritme

We beschrijven nu een basis versie van het zogenaamde Semr€ims algoritme om voor
een gegeven groe een BSGS te bepalen. Het algoritme is gebaseerd op het voldgn
resultaat.

Lemma 5.4.2. Stel datB,S, S" en H() gede nieerd zijn zoals boven. Dan i$B;S)
een BSGS voolG als en slechts algd «*1) = fi1g en H('i) = H0*D voor allel i k.

Bewijs.  Per de nitie is (B;S) een BSGS als en slechts ag**) = figenH® =
GO voorallel i k. Omdat H® = GO en G(ii) = G(*l vooralle1l i k
is de voorwaarde uit het lemma zeker noodzakelijk opdaB(S) een BSGS zou zijn.
Omgekeerd, als de voorwaarde geldig is, dan zien we door iotke opi dat H® = G®
voorallel i k+1 en de veronderstellingHd «*) = f1gimpliceert dat G&*D = f1g.

Het besproken algoritme SchreierSims genaamd, neemt twee argumenten als in-
voer: een (mogelijks) lege lijsB en een verzameling generatore8 voor de groepG.
Het algoritme zal de beide verzamelingen uitbreiden totddiB; S) een BSGS voo(G is.
Het algoritme begint met de uitbreiding van de verzameling (indien nodig) door te
controleren dat elke generator vais niet alle elementen varB vasthoudt. Indien dit wel
zo is, dan worden elementen van toegevoegd. Na deze initishtie de basisbanen en
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bijhorende transversalen bepaald. Op dat ogenblik geldtlzer H*Y = f 1g, en er wordt
gestart met de controle van de voorwaardeH ('i) = H0*D voorallei = k;k 1;:::1. Dit

wordt in de hoofdlus van het algoritme gedaan, die begint ofyt 7. Omdat H(*1) 6 H (ii)
moeten we enkel controleren dfl ('i) 6 HU*D  wat we kunnen doen door de controleren
of alle generatoren varH ('i) behoren totH (*1)

Deze generatoren kunnen we berekenen met behulp van de stgllvan Schreier,
zoals we die gebruikt hebben in de functi®rbitStabilizer (Stelling 5.1.1). In deze
implementatie zullen we ook controleren dat er geen Schrgjeneratoren toegevoegd
worden die per de nitie triviaal zijn. Het is gebruikelijk om de controles te doen startend
bij k en zo afdalend naar 1, omdat we dan zeker zijn dat als de vooaxde voldaan
is voor eeni, deze dan ook voldaan is voor groterg waardoor we de functieStrip
kunnen gebruiken om te controleren of de gevonden generaortot H *1) behoren.

Als deze controle faalt voor een Schreiergeneratgr dan stellen we de Boolean
variabele gelijk aanfalse , en voegen we het elemerth, dat teruggeven wordt door
Strip , toe aan de verzamelings(*Y . Dit zorgt voor een vervanging vanH (*1 door
een grotere groep (die uiteraard deelgroep is va®*V . Als h alle elementen vanB
xeert, dan voegen we een nieuw element uit dat niet ge xeed wordt door h, toe aan
B, waarbij de voorwaardeH &*Y) = f 1g behouden blijft.

Voor een bepaaldea in de functie SchreierSims is het zo dat elk element dat
toegevoegd wordt aars8!") de groepH () groter maakt, zodat we maar een eindig aantal
generatoren zullen kunnen toevoegen. Het beschreven aigoe zal dus eindigen. Als
het eindigt, dan zullen alle voorwaarden uit Lemma 5.4.2 vdhan zijn, zodat B; S) een
BSGS is voorG.
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Algoritme 5.17: het Schreier-Sims algoritme

SchreierSims ( B, S)
Invoer : B enS, zoals boven beschreven.

1 for x2Sdoif x2G ...,
2 then Zoek 2 met *6 ;
3 Voeg toe aanB; k= k+1;
4 for i2[1:::K]
5 do SM:= S\ G ..; H®:=psOi; O.= HO.
Nu is H*D = f1g.
6 = k;
7 while i 1
8 do (test voorwaardeH('i) = H{+D)
9 for 2 O
10 do Berekenu 2 H® zodat ;| = ;
11 for x 2 SO doif u x6 u «
12 then (Controleer of Schreier generatou xu ,} 2 H(* )
13 y :=true ;
14 h;j :=Strip (u xu },B,S, );
15 if j k
16 then (Nieuwe sterke generatoh op niveauj)
17 y =false ;
18 elseif h61
19 then (h xeert alle basispunten)
20 y =false ;
21 Zoek 2 met "6 ;
22 Voeg toe aanB;
23 k:=k+1; S® =1
24 if not y
25 thenfor 12 [i+1:::j]
26 do Voegh toe aanS®;
27 HO = sOi;
28 0= P
29 =],
30 continue i;
(u xu .} 2 H*D gecontroleerd)
(voorwaardeH ¢, = H(*D gecontroleerd)
31 =10 1 |
32 S:=[k,S0;
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We doorlopen het volledige algoritme met het volgende voagbld. Stela = (1;2;4;3)
enb=(1;2,5;4), = f1,2;3;4;59. We bepalen een BSGS voor de groep voortgebracht
door a enb. We kiezenB = ; als beginwaarde. Het algoritme zal onmiddellijk 2
toevoegen. Na deze eerste initialisatie hebben \Be= [1], k = 1 en geen element van
S=[a;d xeert B. We vinden @ =]1;2;4;5;3], met

UM =[1;a;8 = (1;4)(2;3);ab= (1;5/4;3,2);a° = (1,3, 4, 2)]

We starten nu met de hoofdlus op lijn 7, mei = 1. We doorlopen @, =1, met
u = 1en 2=2 danvinden weu a ua, maar ° =2 en de Schreiergenerator
isubul = bal = (2;5)(34). Omdat k = 1, zal Strip hierop (25)(3;4) en 2
teruggeven, dus stellen we = (2;5)(3; 4), voegen we 2 toe aaB (2 wordt niet ge xeerd
door c), vergroten wek tot 2 en stellen weS® =[c). We berekenen @ =[2:5], met
U@ =[1;d. (Merk op dat wec niet toevoegen aars®, omdat H® onveranderd blijft.)

Nu keren we terug naar lijn 7 meti = 2. We zien dat de twee Schreiergeneratoren
cc ! en & triviaal zijn, de eerste per de nitie, dus keren we terug naalijn 6 met
i = 1. De Schreiergenerator die voorheen een probleem veraakte, levert als invoer
voor Strip nu de indentieke, dus kunnen we overgaan naar= 2, u = a. Hier zijn
beide Schreiergeneratoren per de nitie triviaal, dus kuren we overgaan naar = 4,
u = a’. We hebbenu a u ., maar °=1, dus de geassocieerde Schreiergenerator is
u b= a?b=(2;3;5;4). Omdat 3 =22"62 @ zal Strip toegepast opa?b juist a2b en
2 teruggeven. Dus voegen we := a’btoe aanS®. We hebben nuS® = [c;d en we
berekenen @ =1[2;5:3:4] metU® =[1;c;d;cd.

Opnieuw gaan we naar lijn 7 met = 2. De Schreiergeneratoren niet triviaal per
de nitie zijn ¢ (voor =5), dgcd) ! en (d’c ') (voor =3), en cded?! encd (voor

=4), en deze zijn allemaal triviaal, dus gaan we terug naarjti 7 meti = 1 (voor de

derde maal). De vorige maal kwamen we tot bij = 4, en nu zal Strip toegepast op
de Schreiergeneratoa®b de identieke teruggevend?bd ). We gaan verder met =5,
u = aben we vinden dat de geassocieerde Schreiergeneratvgab) * = (2;3;5;4)
enalra 2 =(2;3;4;5) (die als input voor Strip respectievelijkabgab) 'd 1= 1en1
teruggeven). Tenslotte vinden we voor =4, u = a° en als geassocieerde Schreiergene-
rators a* = 1 ena®ba 3, die als argument voorStrip aba 3(cd) = 1. Dus het algorit-
me eindigt, en daarenboven hebben we aangetoond dat de groegej Mjj @j =20
heeft.

Opmerking over kleine verbetering.

5.4.3 Basisverandering

Veel algoritmen voor eindige permutatiegroepen vereiseareBSGS. Maar voor sommige
algoritmen is het nuttig een vooraf gekozen basis mee te geyef soms ligt een basis
voor sommige groepen voor de hand door hun speci eke struatu Bijvoorbeeld, stel
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Het loont dus de moeite om te onderzoeken hoe we een basispgeen doorSchrei-
erSims, kunnen veranderen. Een dergelijke basisverandering zwdrdeiding geven tot
een nieuwe verzameling sterk voorbrengende generatorere fdndamentele stap om een
basis te wijzigen is het omwisselen van twee elementenen i.;, en werd ontworpen
door C. Sims.

Algoritme 5.18: Basisverandering

BaseSwap ( B, S, 1)
Invoer : BSGS @B;S) voor een groepG 6 Sym(n), i 2 [1:::jBj 1].
1 s:=j Of ™Mj5 %44
(* sis the grootte van (*V na de basisverandering *)
T:=8M; = Onf; a0
while j Tj& s
do Bepaal 2 , x2 UM zodat = X;
it X, 62 (+)
then := n fri:
else Bepaaly 2 G(*D zodat %, = X
it <62 ™
hTi

then T:=T[f yxg; = n [ ;

W oo ~NoOooThWwWN

=

S =S[ T;

verwissel ; en .1

verwijder redundante generatoren uis;
herbereken @), (*1) en Schreiervectoren

el ol
wN R

Om de correctheid van het algoritme te bewijzen, moeten we @anen dat de nieu-
we verzamelingS die op het einde van de procedure onstaat, een verzamelingrt
voortbrengende generatoren is ten opzichte van de nieuwestsa Door ; en j+; om
te wisselen, blijven alleG®), k = 1;:::;i;i +2;r, metr de lengte vanB, gelijk. Enkel
G(*) moet veranderd worden inH := G('i)+1 3. Het is dus voldoende om aan te tonen
dat de verzamelingT, die toegevoegd wordt aars in lijn 10, de groepH voortbrengt.

2Charles C. Sims. Computation with permutation groups. in Proc. Second Symp. on Symbolic and
Algebraic Manipulation. ACM Press, 1971. en Charles C. SimsDetermining the conjugacy classes of
permutation groups. in Computers in Algebra and Number Theory Garret Birkho and Marshall Hall
Jr., ed., volume 4 of Proc. Amer. Math. Soc., pages 191 { 195, Providence, RI, 1971. (New York,
1970), Amer. Math. Soc.

3Met GU) bedoelen we hier wel degelijk de&s() uit de originele ketting.
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Initieel is T = S(+2 en de enige elementen die eraan toegevoegd worden zijn van de
vorm yx, mety;x 2 GO enyx xeert ., dus hetis duidelijk datT H.
Gebruikmaken van de orbit-stabilizer stelling 2.1.6 vinde we

IG5 = O Vjjc"Aj =] &jiH]

Daaruit volgt jHj = sjG(*2 j, met s gede nieerd in lijn 1 van de procedure es = j 1,j.
Omdat G(*Y  h Ti, en omdat we de hoofd while-lus (lijn 3) niet verlaten totdat
] ih+Tl'j = s, zou moeten gelden datiTi = H bij het verlaten van de while-lus, dus de
vraag is of de elementen die tijdens de while-lus adntoegevoegd worden, voldoende
zijn om H voort te brengen.

Een willekeurig element vanG!") kan geschreven worden algx voor eeny 2 G(+D

(we bedoelen hierbij de originel&(*Y = G(ii) uit de ketting), en x 2 UM, Voor een

gegevenx 2 U0 bestaat er een dergelik elemenyx 2 H als en slechts als er een
elementy 2 G(*D bestaat waarvoor *}; = .1, hetgeen het geval is als en slechts als
x '2 G = (+) Dit rechtvaardigt de if-lus op lijn 5.

Stel daty;x eny,x twee elementen va zijn van deze vorm. Dan geldty;x)(y»x) * =
yiy. 2 GU*2  h Ti, dus, voor een vaste, moet er maareen dergelijk element aanT
toegevoegd worden. Dit is juist wat er gebeurt in de proceder Daarenboven moet
er geen elementyx toegevoegd worden waarvoor;yx = ! voor een bepaaldg die
behoort tot hT'i; dit rechtvaardigt het verwijderen van de elementen ihT' uit op lijn 9.
Anderzijds, als er geen elementx 2 H voor de gegeverx bestaat, dan kan er ook geen
element van de vormyxt zijn voor elket 2 hTi. Dit rechtvaardigt het verwijderen van

AT it in lijn 6.

In een variant op dit algoritme, beschreven dooA. Seres$, worden random ele-
menten van H berekend door een Schreiervector voor S’ te berekenen en dan
RandomStab ( i.1;Vv;S") herhaaldelijk toe te passen. We kunnen dezelfde stop con-
ditie j 1)j = s gebruiken.

Tenslotte beschrijven we kort enkele mogelijkheden om and@ebasisveranderingen
door te voeren. Een eenvoudige methode, opgemerkt door OnSj bestaat erin om toe

werk gaan. Veronderstel dat we ; willen vervangen door . Als 2 @ dan geldt

? = , voor eeng 2 G, dus kunnen we toevoegen meg ®. Anders veronderstellen
we, als inductiehypothese, dat we , kunnen vervangen door (of alsk = 1, voegen
we gewoon toe), we introduceren als nieuw redundant basispunt ,, waarna we
BaseSwap ( B; S;1) uitvoeren. Nadien beschikken we over een basis waarin soige
basispunten overbodig zijn. Deze kunnen we met behulp v@BaseSwap verplaatsen
naar het einde van de basis, waar ze tenslotte pijnloos vejaért kunnen worden.

4Akos Seress.Permutation Group Algorithms. Cambridge Tracts in Mathematics 152. Cambridge
University Press, 2003.
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Figuur 5.1: Rubik's 3 3 3 kubus, in sleutelhangerformaat

Tenslotte beschikken we over een BSGS met de gewenste baslist is echter niet
ondenkbaar dat de verzameling redundante generatoren bevat. Het volgende algoritme
kan deze verwijderen.

Algoritme 5.19: Verwijderen van redundante generatoren

RemoveGens (B, S, )

Invoer : BSGS B;S) voor een groep.
for i from k downto 1
do for g2 SHns"™
. s nf gai ;
doif [~ M9 =@
then verwijder g uit S

AW NP

5.5 Rubik's kubus en GAP

De 3 3 3 kubus (Figuur 5.1) telt 54 vlakken. Elke rotatie van een vl beschouwen we
als een generator. Een dergelijke rotatie houdt de middedstlakjes van een groot vlak
op zijn plaats. We nummeren de resterende vlakjes als voldgtiguur 5.2) en de nieren
de groep van de kubus.dap5.5.1.i engap5.5.1).

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> t:=(1,3,8,6)(2,5,7,4)(9,33,25,17)(10,34,26,18)( 11,35,27,19);
(1,3,8,6)(2,5,7,4)(9,33,25,17)(10,34,26,18)(11,35,2 7,19)

gap> | = ( 9,11,16,14)(10,13,15,12)( 1,17,41,40)( 4,20,4 4,37)( 6,22,46,35);
(1,17,41,40)(4,20,44,37)(6,22,46,35)(9,11,16,14)(10 13,15,12)
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Figuur 5.2: Rubik's 3 3 3 kubus, vlakjes genummerd

9 10 | 11 3| 35
12 [left | 13 rear | 37
14 |15 | 16 39 ( 40

44 | bottom 45

46 | 47 | 48
gap> f := (17,19,24,22)(18,21,23,20)( 6,25,43,16)( 7,28, 42,13)( 8,30,41,11);
(6,25,43,16)(7,28,42,13)(8,30,41,11)(17,19,24,22)(1 8,21,23,20)
gap> 1 = (25,27,32,30)(26,29,31,28)( 3,38,43,19)( 5,36, 45,21)( 8,33,48,24);
(3,38,43,19)(5,36,45,21)(8,33,48,24)(25,27,32,30)(2 6,29,31,28)
gap> re := (33,35,40,38)(34,37,39,36)( 3, 9,46,32)( 2,12, 47,29)( 1,14,48,27);
(1,14,48,27)(2,12,47,29)(3,9,46,32)(33,35,40,38) (34 37,39,36)
gap> b := (41,43,48,46)(42,45,47,44)(14,22,30,38)(15,2 3,31,39)(16,24,32,40);
(14,22,30,38)(15,23,31,39)(16,24,32,40)(41,43,48,46 )(42,45,47,44)

gap> cube := Group([t,f,r,re,b]);
<permutation group with 6 generators>
gap> Size(cube);
43252003274489856000

Om te beginnen hebben we de orde van de groep bepaald. We omdeken de
werking van de groep op de 48 vlakjes. Het is duidelijk de eefakje dat behoort tot
een van de hoekblokjes (een blokje dat drie vlakken bevat)ieh kan verplaatst worden
naar een vlakje dat behoort tot de zijblokjes (een blokje daivee vlakjes bevat). Dit
betekent dat er minstens twee banen moeten zijn.

gap> orbits := Orbits(cube,[1..48]);

[[1 3, 17, 14, 8, 38, 9, 41, 19, 48, 22, 6, 30, 33, 43, 11, 46, 40, 24,
27, 25, 35, 16, 32 ],
[ 2, 5 12, 7, 36, 10, 47, 4, 28, 45, 34, 13, 29, 44, 20, 42, 26, 21, 37,

15, 31, 18, 23, 39 ] ]
gap> cubel := Action(cube,orbits[1],OnPoints);
<permutation group with 6 generators>
gap> cube2 := Action(cube,orbits[2],OnPoints);
<permutation group with 6 generators>
gap> NrMovedPoints(cubel);
24
gap> NrMovedPoints(cube2);
24

We vinden juist twee banen. We onderzoeken de groep verderodale actie van de
groep op elke baan te onderzoeken. De actie op elke baan z&kerdransitief zijn. We
weten dat ze ook getrouw zal zijn, en we onderzoeken of ze ptief is.

gap> blocksl := Blocks(cubel,MovedPoints(cubel));
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[[1,7,22],[2 14,20],[3,12,16], [ 4, 17, 18], [ 5, 9, 21 ],
[6, 10,24 ], [ 8, 11, 23 ], [ 13, 15, 19 ] ]

gap> blocks2 := Blocks(cube2,MovedPoints(cube2));

[[1,11],[2 17],[3,19],[4,22],[5 13],[6,8],[7 24],
[9, 18], [ 10, 21],[ 12, 15],[ 14, 20 ], [ 16, 23] ]

Beide groepen werken imprimitief. Nu bepalen we we actie vale beide groepen op
hun respectievelijke blocksystemen.

gap> homl := ActionHomomorphism(cubel,blocks1,0nSets);

<action homomorphism>

gap> cubelb := Image(hom1l);

Group([ (1,2,4,3), (1,3,6,5), (1,5,82), (34,7,6), (56 7.8), (2874) )

gap> Size(cubelb);

40320

gap> hom2 := ActionHomomorphism(cube2,blocks2,0nSets);

<action homomorphism>

gap> cube2b := Image(hom2);

Group([ (1,3.4,2), (1,5,11,10), (2,6,7,5), (3,10,12,8), (4,8,9,6),
(7,9,12,11) )

gap> Size(cube2b);

479001600

Voor de groepcubel vinden we als orde 8!. Een permutatiegroep die werkt op 8
elementen en die orde 8! heeft, kan niets anders zijn d&g Voor cube2 vinden we orde
12!, en deze groep werkt op 12 elementen, dus we besluiten bak onmiddellijk dat
deze groes;, is. Nu onderzoeken we de kern van beide acties. Elk elemerttde kern
van actie homl respectievelijik hom2 houdt alle hoekblokjes, respectievelijk zijblokjes,
op hun plaats, en heeft dus orde 3, respectievelijk orde 2.

gap> cubelc := Kernel(hom1);
<permutation group with 7 generators>
gap> cube2c := Kernel(hom2);
<permutation group with 11 generators>
gap> Size(cubelc);

2187

gap> Factors(Size(cubelc));
[3,3 3,3 3,3 3]

gap> IsElementaryAbelian(cubelc);
true

gap> Size(cube2c);

2048

gap> IsElementaryAbelian(cube2c);
true

De orde vancubelc de kern van de eerste actie blijkt 3te zijn. Aangezien elk
element orde 3 heeft, is het niet ondenkbaar dat deze groegijges aan C{. Aangezien
blijkt dat de groep elementair abels is, en dus gelijk aan helirect produkt van cyclische
groepen, besluiten we onmiddellijk dat de groep gelijk is n&C;. Analoog vinden we dat
de groepcube2c gelijk is aanC31. Merk op dat er 8 hoekblokjes zijn en 12 zijblokjes.
Indien de groep van de kubus toeliet dat de vlakjes van een lsleurig hoekblokje,
respectievelijk zijblokje, gepermuteerd werden, en dat debij alle andere hoekblokjes,
respectievelijk zijblokjes, invariant bleven (en daarmebedoelen we dat alle vlakjes op
hun plaats blijven), dan zou de groexubelc, respectievelijk cube2c gelijk zijn aan
C8, respectievelijk C32. Stel dat we drie vlakjes van een hoekblokje permuteren, dan
moeten nog drie vlakjes van een ander hoekblokje meepermetg en dat zelfs in de
juiste richting. Voor de vlakjes op de zijblokjes geldt min bmeer hetzelfde principe.
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gap> cubelc := Kernel(hom1);
<permutation group with 7 generators>
gap> cube2c := Kernel(hom2);
<permutation group with 11 generators>
gap> Size(cubelc);

2187

gap> Factors(Size(cubelc));

[3 33,3 33 3]

gap> IsElementaryAbelian(cubelc);

true

gap> Size(cube2c);

2048

gap> IsElementaryAbelian(cube2c);

true

gap> (1,7,22) in cubelc;

false

gap> (1,7,22)(2,14,20) in cubelc;

false

gap> (1,7,22)(2,20,14) in cubelc;

true

gap> (1,7,22)(3,12,16) in cubelc;

true

gap> (1,7,22)(3,12,16)(2,14,20) in cubelc;
false

gap> (1,7,22)(3,16,12)(2,14,20) in cubelc;
true

gap> (1,11) in cube2c;

false

gap> (1,11)(2,17) in cube2c;

true

gap> (1,11)(2,17)(3,19) in cube2c;
false

gap> (1,11)(2,17)(3,19)(4,22) in cube2c;
true

Nu onderzoeken we het verband tussen de groepbel en de kern en het beeld
van homl en tussencube2 en de kern en het beeld vafmom2 Stel dat G en M twee
groepen zijn, en dat er een homomor sme bestaat: G! Aut(M). De bewerking in
het semidirect produktG n.- M werd gede nieerd als ¢; m)(h;n) := (gh;m Mn). We
zullen dit concept in een ruimere context plaatsen.

Stel opnieuw datG een groep is, elN E G. We zeggen datG eengroep extensie
(E: group extensioh is van N door G=N. G wordt een gespleten extensi€E: split
extension) van N door G=N genoemd als en slechts als er een gro€p6 G bestaat
waarvoorNC = G (dus G = hN;Ci) en N\ C = f1g; we noemenC eencomplement
(E: complemenfvan N in G.

Beschouw nu een semidirect produkB n- M. We de nieren nu een homomor sme
(en het zal een endomor sme zijn); : M ! Gn: M, m7! (1g;m). Het is duidelijk
dat ; injectief is. We de nieren een homomor sme (en het zal een epimor sme zijn)

2:Gn. M1 G,(g;m)7!g. We beschouwen nu een elemen{m) en een willekeurig
element @;n) 2 Gn. M. We berekenen eerst

(@m) (g 5(n Y@ =(Ln @I H @) =(L1):
Dus de inverse vang;n) is (g ;(n 1) @ ). Dan berekenen we
(Lm0 =(g (Y @ N(Lm)(gn=(g 5(n Y @) Pm)(g:n)
=(gg 5n 'm @n)=(1;n 'm @n) 2im( ,):
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Dusim( ;) E Gn: M. Dus deze groep is een extensie van im)f door Gn: M=im( ,).
Het is duidelijk dat ker( ;) = M enGn. M=ker( ;) = G. De homomor sme ; en
stilzwijgend in beschouwing nemend, kunnen we dus zeggen @n- M een extensie is
van M door G.

Stel nu omgekeerd datM E E en dat er een complemenG van M in E bestaat.
Elk elemente 2 E kan dan op een unieke wijze geschreven worden als gm, g2 G
enm 2 M. Daarenboven isgmhn = ghm"n. Dus' beeld elk elementh 2 G af op de
toevoeging dooh. We besluiten dat de gespleten extensie van M door G, isomorf is
met het semidirect produktGn. M. Dit stelt ons nu in staat om de groep van de kubus
verder te onderzoeken. Noteren waubelalsE, en de kern van het homomor sméom1
als M. Indien we een complemenG van M in E vinden dan besluiten we onmiddellijk
dat E = Gn M. In de onderstaande sessie zoeken we een complement, we &sn de
complement eigenschap, en we gaan na dat het complement wegelijk isomorf is met
het beeld vanhom1

gap> cmpll := Complementclasses(cubel,Kernel(homl));
[ Group( (1,3,4,2)(7,16,17,14)(12,18,20,22),

(1,2,3,4,5,6,13)(7,14,16,17,21,10,15)(9,24,19,22,20 ,12,18),
(1,2,3,4,5,8,13)(7,14,16,17,21,23,15)(9,11,19,22,20 ,12,18) ) |
gap> cmpl := last[1];
Group([ (1,3,4,2)(7,16,17,14)(12,18,20,22), (1,2,3,4, 5,6,13)(7,14,16,17,21,10,
15)(9,24,19,22,20,12,18), (1,2,3,4,5,8,13)(7,14,16,1 7,21,23,15)(9,11,19,

22,20,12,18) )
gap> Size(Intersection(cmpl,Kernel(hom1)));
1

gap> ClosureGroup(cmpl,Kernel(homl))=cubel;
true

gap> IsBijective(RestrictedMapping(hom1,cmpl));
true

We besluiten datcubelisomorf is met het semidirect produkiE; := Sgn CJ. Het is
meteen duidelijk datE; een groep van index 3 is in het wreath produk€; 0Sg. Het feit
dat de index 3 is, komt overeen met het feit dat we geen drie Wigs van een hoekblokje
kunnen permuteren, zonder alle vlakjes van alle andere hdddkjes invariant te laten.

We onderzoekercube2 op een volkomen analoge manier. Uit de onderstaande sessie
concluderen we datube2 isomorf is metE, := S;; n C;1. Deze groep is een groep van
index 2 in het wreath produkt C, 0S,.

gap> cmpl2 = Complementclasses(cube2,Kernel(hom2));

[ Group( (1,2,4,3)(11,17,22,19), (1,2,3,4,5,6,7,9,10, 12,16)(8,24,18,21,15,23,
11,17,19,22,13), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,14,16)(8,24,18, 21,20,23,11,17,19,
22,13) 1),
Group([ (1,17,4,19)(2,22,3,11)(5,13)(6,8)(7,24)(9,18 )(10,21)(12,15)(14,
20)(16,23), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,16)(8,24,18,21,15 ,23,11,17,19,22,
13), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,14,16)(8,24,18,21,20,23,11, 17,19,22,13) ),
Group([ (1,2,4,3)(11,17,22,19), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,1 2,16)(8,24,18,21,15,23,
11,17,19,22,13), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,20,16)(8,24,18, 21,14,23,11,17,19,
22,13) 1),
Group([ (1,17,4,19)(2,22,3,11)(5,13)(6,8)(7,24)(9,18 )(10,21)(12,15)(14,
20)(16,23), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,12,16)(8,24,18,21,15 ,23,11,17,19,22,
13), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,20,16)(8,24,18,21,14,23,11, 17,19,22,13) 1) ]
gap> cmpl = cmpl2[1];
Group([ (1,2,4,3)(11,17,22,19), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,1 2,16)(8,24,18,21,15,23,
11,17,19,22,13), (1,2,3,4,5,6,7,9,10,14,16)(8,24,18, 21,20,23,11,17,19,22,
13) )

gap> Size(Intersection(cmpl,Kernel(hom2)));
1

gap> ClosureGroup(cmpl,Kernel(hom2))=cube2;
true
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gap> IsBijective(RestrictedMapping(hom2,cmpl));
true

Tenslotte onderzoeken we het verband tusséhy, E, en de groepcube zelf. E; enE,
zijn in de respectievelijke acties vamube op de twee banen. Daaruit volgt onmiddellijk
dat cube een deelgroep moet zijn van het direct produkt vai, en E,. Een eenvoudige
berekening toont aan datcube een deelgroep van index 2 is in dit direct produkt.

gap> (Size(cubel)*Size(cube2))/Size(cube);
2

Tot nu toe heeft dit voorbeeld het gebruik van homomor smen ged gelustreerd.
We berekenen nu een BSGS voor de groepbe (gap5.5.2.i ).

Loading the library. Please be patient, this may take a while
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.
Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> t=(1,3,8,6)(2,5,7,4)(9,33,25,17)(10,34,26,18)( 11,35,27,19);
(1,3,8,6)(2,5,7,4)(9,33,25,17)(10,34,26,18)(11,35,2 7,19)

gap> | = ( 9,11,16,14)(10,13,15,12)( 1,17,41,40)( 4,20,4 4,37)( 6,22,46,35);
(1,17,41,40)(4,20,44,37)(6,22,46,35)(9,11,16,14)(10 113,15,12)

gap> f := (17,19,24,22)(18,21,23,20)( 6,25,43,16)( 7,28, 42,13)( 8,30,41,11);
(6,25,43,16)(7,28,42,13)(8,30,41,11)(17,19,24,22)(1 8,21,23,20)

gap> 1 = (25,27,32,30)(26,29,31,28)( 3,38,43,19)( 5,36, 45,21)( 8,33,48,24);
(3,38,43,19)(5,36,45,21)(8,33,48,24)(25,27,32,30)(2 6,29,31,28)

gap> re '= (33,35,40,38)(34,37,39,36)( 3, 9,46,32)( 2,12, 47,29)( 1,14,48,27);
(1,14,48,27)(2,12,47,29)(3,9,46,32)(33,35,40,38) (34 37,39,36)

gap> b = (41,43,48,46)(42,45,47,44)(14,22,30,38)(15,2 3,31,39)(16,24,32,40);
(14,22,30,38)(15,23,31,39)(16,24,32,40)(41,43,48,46 )(42,45,47,44)

gap> cube := Group([t, f,rre,b]);

<permutation group with 6 generators>

gap> S := StabChain(cube);

<stabilizer chain record, Base [ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 12, 13, 1 4, 15, 16,
21, 23, 24, 29, 31 ], Orbit length 24, Size: 4325200327448985 6000>

gap> B := BaseStabChain(S);

[1,2 3, 4,5, 6 7, 8 12, 13, 14, 15, 16, 21, 23, 24, 29, 31 ]

gap> Length(B);

18

gap> sg := StrongGeneratorsStabChain(S);

[ (31,45)(39,47), (29,36)(31,45), (29,47,31)(36,39,45) . (24,30,43)(32,48,38),
(24,38)(30,48)(31,39)(32,43)(45,47), (23,31,29)(36,4 2,45),
(23,45,36)(29,42,31), (21,23,36)(28,42,29), (16,41,22 )(24,30,43),
(16,48,22,32,41,38)(23,45,29,47)(24,43,30)(31,36,39 42),
(15,45,36)(29,44,31), (14,22,30,38)(15,23,31,39)(16, 24,32,40)(41,43,48,

46)(42,45,47,44), (13,28,29)(20,21,36)(24,43,30)(32, 38,48),
(13,42)(20,23)(21,36)(24,30,43)(28,29)(32,48,38), (1 2,31,29)(36,37,45),
(8,30,19,24,25,43)(16,38,22,48,41,32), (8,41,24,32)( 13,28,42,29)(16,30,38,

25)(19,22,43,48)(20,21,23,36), (7,31,42,28,13)(8,30, 19,24,25,43)(16,38,22,
48,41,32)(18,45,23,21,20), (7,42,28,29,13)(8,30,19,2 4,25,43)(16,38,22,48,
41,32)(18,23,21,36,20), (6,25,43,16)(7,28,42,13)(8,3 0,41,11)(17,19,24,
22)(18,21,23,20), (5,21,36,23)(8,48,43,22)(16,19,38, 30)(24,41,25,32)(26,

28,29,42), (5,45,20,23)(8,48,43,22)(13,42,26,31)(16, 19,38,30)(24,41,25,32)

. (4,45,29,42,13,10,31,36,23,20)(14,30,40,24,46,43)( 15,39,44,47)(16,22,41)

, (3,38,43,19)(5,36,45,21)(8,33,48,24)(25,27,32,30)( 26,29,31,28),
(2,29)(31,39)(34,36)(45,47), (1,3,8,6)(2,5,7,4)(9,33 125,17)(10,34,26,18)(11,

35.27,19), (1,14,48,27)(2,12,47,29)(3,9,46,32)(33,35 ,40,38)(34,37,39,36),
(1,17,41,40)(4,20,44,37)(6,22,46,35)(9,11,16,14)(10 113,15,12) |

gap> Length(sg);
28

We beschouwen nu de 22 2 kubus om opnieuw mogelijkheden van homomor smen
te illustreren. Deze voorbeelden zijn ook toepasbaar op de 3 3 kubus.

De 2 2 2kubus kan men zien als de 33 3 kubus waarbij de zijvlakjes verwijderd
zijn. Men kan elk vlak draaien, en deze rotaties vormen weeedyeneratoren van de
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Figuur 5.3: Rubik's 2 2 2 kubus, vlakjes genummerd

24 23
21 22
20 19
17 18

16 15

13 14

groep. Uit de analyse van de 33 3 kubus volgt dan onmiddellijk dat deze groefsn CJ
is. Geen enkel vlakje wordt vastgehouden door alle generegn, dit in tegenstelling
tot de 3 3 3 kubus. Voor dit voorbeeld zijn we niet alleen geteresseerd in de
analyse van de groep, maar ook in de berekening van een optaggyan de kubus. We
nummeren de vlakjes van de kubus (Figuur 5.3). De generatoréie vlakje 2 invariant
laten (en bijgevolg ook vilakjes 5 en 16) noteren we mbt(bovenvlak, tegenwijzerzin),l
(linkervlak, tegenwijzerzin) ena (achterviak, tegenwijzerzin). Wanneer we een vlak in
tegenwijzerzin draaien, dan kijken we recht op dat viak. Inén de kubus zich in een
willekeurige stand bevindt, dan kunnen we steeds de drie ¥jas 2,5 en 16 zo richten dat
zZij zich rechts onderaan bevinden. Zo zijn bovenvlak, linkeak en achtervlak eenduidig
bepaald. De onderstaande sessie heeft als besluit dat deegraube isomorf is met
CSn S;. (gap5.5.3.i engap5.5.3). We bepalen eveneens een BSGS.

Loading the library. Please be patient, this may take a while .
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
smallé 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, smalll0 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: TomLib 1.1.2 loaded.

gap> b := (17,18,19,20)(4,8,22,11)(3,7,21,12);

(3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20)

gap> | = (9,10,12,11)(13,1,17,21)(15,4,20,24);

(1,17,21,13)(4,20,24,15)(9,10,12,11)

gap> a = (21,22,23,24)(7,14,9,20)(6,13,11,19);

(6,13,11,19)(7,14,9,20)(21,22,23,24)

gap> cube := Group([b,l.a]);

Group([ (3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20), (1,17,21 ,13)(4,20,24,15)(9,10,12,

11), (6,13,11,19)(7,14,9,20)(21,22,23,24) ])
gap> Size(cube);

3674160
gap> orbits := Orbits(cube,[1..24]);
[[1, 17, 18, 21, 19, 12, 13, 22, 20, 6, 3, 11, 23, 24, 7, 4, 9, 15, 1 4, 8,

101, [2][51[16]]
gap> cubel := Action(cube,orbits[1]);
Group([ (1,11,13,14)(3,19,17,18)(7,21,20,10),

(4,14,10,8)(5,12,7,19)(9,17,13,15), (2,5,13,20)(3,6, 15,10)(8,19,11,16) ])
gap> blocks := Blocks(cubel,[1..21]);
[[1,18 21],[2 6,161, [3, 11,201, [ 4,9, 12, [5,8, 15 ],

[7,14, 17 ], [ 10, 13, 19 ] ]
gap> hom := ActionHomomorphism(cubel,blocks,OnSets);
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<action homomorphism>

gap> cubela := Image(hom);

Group([ (1,3,7,6), (4,6,7,5), (2,5,7,3) ]

gap> Size(cubela);

5040

gap> Factorial(7);

5040

gap> cubelb := Kernel(hom);

<permutation group with 6 generators>

gap> Size(cubelb);

729

gap> 3"6;

729

gap> IsElementaryAbelian(cubelb);

true

gap> cmpll := Complementclasses(cubel,Kernel(hom));

[ Group([ (1,7,10,3)(11,21,17,19)(13,20,18,14),
(1,2,3,4,5,7,10)(6,11,12,15,17,19,21)(8,14,13,18,16 ,20,9),
(1,3,2,4,5,7,10)(6,12,15,17,19,21,11)(8,14,13,18,20 ,16,9) 1) 1

gap> cmpl := cmpll[1];

Group([ (1,7,10,3)(11,21,17,19)(13,20,18,14),

(1,2,3,4,5,7,10)(6,11,12,15,17,19,21)(8,14,13,18,16 ,20,9),
(1,3,2,4,5,7,10)(6,12,15,17,19,21,11)(8,14,13,18,20 ,16,9) 1)

gap> ClosureGroup(cmpl,Kernel(hom))=cube1l;

true

gap> IsBijective(RestrictedMapping(hom,cmpl));

true

gap> S := StabChain(cube);

<stabilizer chain record, Base [ 1, 3, 4, 6, 7, 9 ], Orbit lengt h 21, Size:

3674160>

Een basisbeeld bepaalt een uniek elemegt Indien we de inverse varg uitvoe-
ren, dan lossen we de puzzle op. Het elemegitkunnen we bepalen met behulp van
ElementBaselmage (Algoritme 5.14, implementatie in GAP:gap5.4.1). Het tweede
probleem is het vinden van een woortvy(b;l; @), waarmee we de stappen handmatig
kunnen uitvoeren. Met behulp van een homomor sme tussezube en een vrije groep in
drie generatoren kunnen we dergelijke woorden berekenen.

Loading the library. Please be patient, this may take a while
GAP4, Version: 4.4.6 of 02-Sep-2005, powerpc-apple-darwi n8.2.0-gcc
Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, s mall5 1.0,
small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,
id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,
trans 1.0, prim 2.1 loaded.
Packages: TomLib 1.1.2 loaded.
gap> b := (17,18,19,20)(4,8,22,11)(3,7,21,12);
(3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20)
gap> | := (9,10,12,11)(13,1,17,21)(15,4,20,24);
(1,17,21,13)(4,20,24,15)(9,10,12,11)
gap> a := (21,22,23,24)(7,14,9,20)(6,13,11,19);
(6,13,11,19)(7,14,9,20)(21,22,23,24)
gap> cube := Group([b,l,al);
Group([ (3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20), (1,17,21 ,13)(4,20,24,15)(9,10,12,
11), (6,13,11,19)(7,14,9,20)(21,22,23,24) ])
gap> Read("gap5.4.1");
gap> S := StabChain(cube);
<stabilizer chain record, Base [ 1, 3, 4, 6, 7, 9 ], Orbit lengt h 21, Size:
3674160>
gap> f := FreeGroup("bo","li","ac");
<free group on the generators [ bo, li, ac ]>
gap> hom := GroupHomomorphismByIlmages(f,cube,GeneratorsOfGroup(f),
> GeneratorsOfGroup(cube));
[ bo, li, ac ] -> [ (3,7,21,12)(4,8,22,11)(17,18,19,20),
(1,17,21,13)(4,20,24,15)(9,10,12,11), (6,13,11,19)(7 ,14,9,20)(21,22,23,24) ]
gap> baseim := [17,11,10,22,23,24];
[ 17, 11, 10, 22, 23, 24 ]
gap> g := permutationbybaseimage(S,baseim);

(1,17,15,4,10,12)(3,11)(6,22)(7,23)(8,20)(9,24,13)( 14,19)(18,21)
gap> PrelmagesRepresentative(hom,g”-1);
bo*ac”2*bo”-1*lir-1*ac*bo*li*ac”-1*lir-1*bo”-1*ach- 1*bo

Deze methode levert de stappen die we moeten uitvoeren om dege op te lossen.
De gevonden oplossing kan echter een lang woord in de generan zijn. Het vinden van

100



een kortste woord is een fundamenteel probleem. In termennvhet Cayleygraaf kunnen
we het als volgt omschrijven. Stel dat een samenhangend gahis. Dediameter (E:
diameter) van een graaf wordt gede nieerd als de maximale afstand tsesn twee toppen
van . Indien twee toppen adjacent zijn, dan is de afstand tusen de twee toppen als
1 gede nieerd. De afstand tussen twee niet adjacente topp&ordt gede nieerd als de
lengte van het kortste pad dat de twee toppen verbind. Al& = hXi een groep is, dan
is de diameter van het Cayleygraaf x (G) gelijk aan max Ix (g)jg 2 Gg waarbij Ix (g)
de lengte van het kortste woord is inX [ X 1) dat g voorstelt.

Het bepalen van de diameter van een Cayleygraaf, en daarbgtibepalen vanly (g)
voor een elemeng 2 G, is een fundamenteel probleem in de computationele groepen
theorie. Hoewel we de algoritmen voor eindige permutatieggpen ons in staat stellen
om een elemeng 2 G zeer e cient uit te drukken in een woord in de sterk voortbren-
gende generatoren (en via SLPs in de generatoren zelf), lak ontwikkeling van deze
algoritmen ons schijnbaar niet toeg 2 G te bepalen in relatief korte woorden in de
oorspronkelijke generatoren.

Ondertussen is het geweten dat de diameter van het Cayleygfavan de groep van
de 3 3 3 kubus tussen de 24 en 42 ligt, waarbij het waarschijnlijk dat de diameter
dicther bij 24 ligt dan bij 42.

Het vinden van een woord in de oorspronkelijke generatorenar een elemeng 2 G,
wordt ook het factorisatie probleemgenoemd. Er bestaan reeds heuristische algoritmen
om de sterke generatoren van een permutatiegroep uit te dikén in relatief korte woor-
denin X [ X 1, en daarmee kunnen de elementen van een groep dan ook uitgétlr
worden in relatief korte woorden inX [ X 1. Op dit ogenblik is men echter nog maar in
staat om een willekeurige elementen uit de groep van de 3 3 kubus uit de drukken
in woorden van lengte ten hoogste 100 in de 6 generatoren.

5.6 Oefeningen
1. Implementeer de functietRandomStab in GAP en/of Magma

2. GegevenG = ha;b;c;d, met a = (1;2)(3;4)(5;9)(6;7), c = (2;4,5;8;7;3)(6;9),
b=(2;57) end = (3;4;8). Bewijs dat G = C3 0S;. Gebruik de methodes uit
Paragraaf 5.5
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